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Regulárńı výrazy

Regulárńı výrazy popisuj́ıćı jazyky nad abecedou Σ:

∅, ε, a (kde a ∈ Σ) jsou regulárńı výrazy:

∅ . . . označuje prázdný jazyk
ε . . . označuje jazyk {ε}

a . . . označuje jazyk {a}

Jestliže α, β jsou regulárńı výrazy, pak i (α + β), (α ⋅ β), (α
∗
) jsou

regulárńı výrazy:

(α + β) . . . označuje sjednoceńı jazyk̊u označených α a β

(α ⋅ β) . . . označuje žretězeńı jazyk̊u označených α a β

(α
∗
) . . . označuje iteraci jazyka označeného α

Neexistuj́ı žádné daľśı regulárńı výrazy než ty definované podle
p̌redchoźıch dvou bodů.
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Regulárńı výrazy

Př́ıklad: abeceda Σ = {0, 1}

Podle definice jsou 0 i 1 regulárńı výrazy.
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) regulárńı výraz.

Protože (0 + 1) i (0
∗
) jsou regulárńı výrazy, je i ((0 + 1) ⋅ (0

∗
))

regulárńı výraz.

Poznámka: Jestliže α je regulárńı výraz, zápisem L(α) označujeme jazyk
definovaný regulárńım výrazem α.

L(((0 + 1) ⋅ (0
∗
))) = {0, 1, 00, 10, 000, 100, 0000, 1000, 00000, . . . }
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Regulárńı výrazy

Strukturu regulárńıho výrazu si můžeme znázornit abstraktńım
syntaktickým stromem:

+

⋅

⋅

∗

⋅

0 1

1

⋅

1 1

∗

+

⋅

0 0

1

(((((0 ⋅ 1)
∗
) ⋅ 1) ⋅ (1 ⋅ 1)) + (((0 ⋅ 0) + 1)

∗
))
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Regulárńı výrazy

Formálńı definice sémantiky regulárńıch výraz̊u:

L(∅) = ∅

L(ε) = {ε}

L(a) = {a}

L(α
∗
) = L(α)

∗

L(α ⋅ β) = L(α) ⋅ L(β)

L(α + β) = L(α) ∪ L(β)
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Regulárńı výrazy

Aby byl zápis regulárńıch výraz̊u p̌rehledněǰśı a stručněǰśı, použ́ıváme
následuj́ı pravidla:

Vynecháváme vněǰśı pár závorek.

Vynecháváme závorky, které jsou zbytečné vzhledem k asociativitě
operaćı sjednoceńı (+) a žretězeńı (⋅).

Vynecháváme závorky, které jsou zbytečné vzhledem k prioritě operaćı
(nejvyš̌śı prioritu má iterace (

∗
), menš́ı žretězeńı (⋅) a nejmenš́ı

sjednoceńı (+)).

Neṕı̌seme tečku pro žretězeńı.

Př́ıklad: Mı́sto

(((((0 ⋅ 1)
∗
) ⋅ 1) ⋅ (1 ⋅ 1)) + (((0 ⋅ 0) + 1)

∗
))

obvykle ṕı̌seme

(01)
∗
111 + (00 + 1)

∗
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Regulárńı výrazy

Př́ıklady: Ve všech p̌ŕıpadech Σ = {a, b}.

a . . . jazyk tvǒrený jediným slovem a
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a . . . jazyk tvǒrený jediným slovem a
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a
∗
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Regulárńı výrazy
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(ab)
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∗
. . . jazyk tvǒrený všemi slovy obsahuj́ıćımi podslovo bbb
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Regulárńı výrazy

(a + b)
∗
aa + (ab)

∗
bbb(ab)

∗
. . . jazyk tvǒrený všemi slovy, která bud’

konč́ı aa nebo obsahuj́ı podslovo bbb p̌redcházené
i následované libovolným počtem slov ab
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Regulárńı výrazy
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Regulárńı výrazy
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∗
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∗
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a
∗
(ba

∗
ba

∗
)
∗

. . . jazyk tvǒrený všemi slovy obsahuj́ıćımi sudý počet
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Konečné automaty
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Rozpoznáváńı jazyka

Př́ıklad: Uvažujme slova nad abecedou {a, b}.

Chtěli bychom rozpoznávat jazyk L, který je tvǒren slovy, ve kterých se
vyskytuje sudý počet symbol̊u b.

Chceme navrhnout zǎŕızeńı, které p̌rečte slovo, a sděĺı nám, zda toto slovo
paťŕı do jazyka L či ne.

a b a b b b a b a a b
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a b a b b b a b a a b
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Rozpoznáváńı jazyka

Prvńı nápad: Poč́ıtat počet výskyt̊u symbol̊u b.

0

a b a b b b a b a a b
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Rozpoznáváńı jazyka

Prvńı nápad: Poč́ıtat počet výskyt̊u symbol̊u b.

6

a b a b b b a b a a b

ano – 6 je sudé č́ıslo
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Rozpoznáváńı jazyka

Druhý nápad: Ve skutečnosti nás zaj́ımá pouze, zda počet dosud
p̌rečtených symbol̊u b je sudý nebo lichý (tj. ḿısto č́ısla si stač́ı pamatovat
jen jeho posledńı bit).

S

a b a b b b a b a a b
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Druhý nápad: Ve skutečnosti nás zaj́ımá pouze, zda počet dosud
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Rozpoznáváńı jazyka

Chovańı tohoto zǎŕızeńı můžeme popsat grafem:

S L

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 12. února 2025 13 / 45



Rozpoznáváńı jazyka
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Deterministický konečný automat

1 2

3 4

5

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

Deterministický konečný automat se skládá ze stav̊u a p̌rechod̊u.
Jeden ze stav̊u je označen jako počátečńı stav a některé ze stav̊u jsou
označeny jako p̌rij́ımaj́ıćı.
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Deterministický konečný automat

Formálně je deterministický konečný automat (DKA) definován jako
pětice

(Q,Σ, δ, q0,F )

kde:

Q je neprázdná konečná množina stav̊u

Σ je abeceda (neprázdná konečná množina symbol̊u)

δ ∶ Q × Σ → Q je p̌rechodová funkce

q0 ∈ Q je počátečńı stav

F ⊆ Q je množina p̌rij́ımaj́ıćıch stav̊u
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Deterministický konečný automat

1 2

3 4
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a

b

a

b

a
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a
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Q = {1, 2, 3, 4, 5}

Σ = {a, b}

q0 = 1

F = {1, 4, 5}

δ(1, a) = 2 δ(1, b) = 1
δ(2, a) = 4 δ(2, b) = 5
δ(3, a) = 1 δ(3, b) = 4
δ(4, a) = 1 δ(4, b) = 3
δ(5, a) = 4 δ(5, b) = 5
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Deterministický konečný automat

Mı́sto zápisu

δ(1, a) = 2 δ(1, b) = 1
δ(2, a) = 4 δ(2, b) = 5
δ(3, a) = 1 δ(3, b) = 4
δ(4, a) = 1 δ(4, b) = 3
δ(5, a) = 4 δ(5, b) = 5

budeme raději použ́ıvat stručněǰśı tabulku nebo grafické znázorněńı:

δ a b

↔ 1 2 1
2 4 5
3 1 4

← 4 1 3
← 5 4 5
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⟶ 2
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Deterministický konečný automat

Definice

Mějme DKA A = (Q,Σ, δ, q0,F ).

Zápisem q
w

⟶ q
′
, kde q, q

′
∈ Q a w ∈ Σ

∗
, budeme označovat to, že

pokud je automat ve stavu q, tak p̌rečteńım slova w p̌rejde do stavu q
′
.

Poznámka: ⟶⊆ Q × Σ
∗
× Q je ternárńı relace.

Mı́sto (q,w , q
′
) ∈⟶ ṕı̌seme q

w

⟶ q
′
.

Pro DKA plat́ı, že pro libovolný stav q a libovolné slovo w existuje právě

jeden stav q
′
takový, že q

w

⟶ q
′
.
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Deterministický konečný automat

Relaci ⟶ můžeme formálně definovat následuj́ıćı induktivńı definićı:

q
ε

⟶ q pro libovolné q ∈ Q

Pro w ∈ Σ
∗
a a ∈ Σ:

q
wa

⟶ q
′
právě tehdy, když existuje q

′′
∈ Q takové, že

q
w

⟶ q
′′
a δ(q

′′
, a) = q

′
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Deterministický konečný automat

a b

↔ 1 2 1
2 4 5
3 1 4

← 4 1 3
← 5 4 5

δ(1, a) = 2

δ(2, b) = 5

δ(5, a) = 4

δ(4, b) = 3

δ(3, b) = 4

1
ε

⟶ 1

1
a

⟶ 2

1
ab

⟶ 5

1
aba

⟶ 4

1
abab

⟶ 3

1
ababb

⟶ 4
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Deterministický konečný automat

Slovo w ∈ Σ
∗
je p̌rij́ımáno deterministickým konečným automatem

A = (Q,Σ, δ, q0,F ) právě tehdy, když existuje stav q ∈ F takový, že

q0
w

⟶ q.

Definice

Jazyk rozpoznávaný (p̌rij́ımaný) daným deterministickým konečným
automatem A = (Q,Σ, δ, q0,F ), označovaný L(A), je množina všech slov
p̌rij́ımaných t́ımto automatem, tj.

L(A) = {w ∈ Σ
∗
∣ ∃q ∈ F ∶ q0

w

⟶ q}
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Regulárńı jazyky

Definice

Jazyk L je regulárńı právě tehdy, když existuje nějaký deterministický
konečný automat A, který jej p̌rij́ımá, tj. DKA A takový, že L(A) = L.
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk L nad abecedou {a, b} tvǒrený
slovy, která obsahuj́ı alespoň jeden výskyt symbolu b, tj.

L = {w ∈ {a, b}
∗
∣ ∣w∣b ≥ 1}

b

a a, b
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∗
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1 2
b

a a, b
a b

→ 1 1 2
← 2 2 2
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk L nad abecedou {a, b} tvǒrený
slovy, která obsahuj́ı právě ťri výskyty symbolu b, tj.

L = {w ∈ {a, b}
∗
∣ ∣w∣b = 3}

b b b b

a a a a a, b
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk L nad abecedou {a, b} tvǒrený
slovy, která obsahuj́ı právě ťri výskyty symbolu b, tj.

L = {w ∈ {a, b}
∗
∣ ∣w∣b = 3}

0 1 2 3 4
b b b b

a a a a a, b

a b

→ 0 0 1
1 1 2
2 2 3

← 3 3 4
4 4 4
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk nad abecedou {0, 1} tvǒrený slovy,
kde každý výskyt symbolu 0 je bezprosťredně následován symbolem 1.

0 0

1 0, 1

1
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk nad abecedou {0, 1} tvǒrený slovy,
kde každá dvojice symbol̊u 0 je bezprosťredně následována symbolem 1.

0 0 0

1 0, 1

1

1
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk

L = {w ∈ {a, b}
∗
∣ (∣w∣b mod 5) ∈ {0, 1, 3}}

0

1

23

4

b

b

b

b

b

a

a

aa

a
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk nad abecedou {a, b} tvǒrený slovy,
která zač́ınaj́ı prefixem ababb.

a b a b b

b

a
b

a a

a, b

a, b
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk nad abecedou {a, b} tvǒrený slovy,
která konč́ı sufixem ababb.

0 1 2 3 4 5
a b a b b

b a

b a

a

a

b
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Konstrukce tohoto automatu je založena na následuj́ıćı myšlence:

Předpokládejme, že chceme vyhledávat slovo u délky n (tj. ∣u∣ = n).
Stavy automatu jsou označeny č́ısly 0, 1, . . . , n.

Stav s č́ıslem i odpov́ıdá situaci, kdy i je délka nejdeľśıho slova, které
je zároveň:

prefixem hledaného vzorku u

sufixem té části vstupńıho slova, kterou automat zat́ım p̌rečetl

Nap̌ŕıklad pro slovo ababb stavy automatu odpov́ıdaj́ı následuj́ıćım slov̊um:

Stav 0 . . . ε

Stav 1 . . . a

Stav 2 . . . ab

Stav 3 . . . aba

Stav 4 . . . abab

Stav 5 . . . ababb
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Př́ıklady deterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk nad abecedou {a, b} tvǒrený slovy,
která obsahuj́ı podslovo ababb.

0 1 2 3 4 5
a b a b b

b a a, b

b a

a
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Ekvivalence automat̊u

1 2 3
a a

a

b b b

1 2 3
a

a

a

b b b

1 2
a

a

b b

Všechny ťri automaty p̌rij́ımaj́ı jazyk všech slov se sudým počtem a.
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Ekvivalence automat̊u

Definice

O konečných automatech A1, A2 řekneme, že jsou ekvivalentńı, jestliže
L(A1) = L(A2).
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Nedosažitelné stavy automatu

1 2 3

4 5 6

a

b

b

a

a

b

b

b

a

a
a, b

Automat p̌rij́ımá jazyk L = {w ∈ {a, b}
∗
∣ w obsahuje podslovo ab}

Pro žádnou posloupnost vstupńıch symbol̊u se automat nedostane do
stav̊u 3, 4 nebo 5.

.
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Nedosažitelné stavy automatu

1 2

6

a

b

b

a

a, b

Automat p̌rij́ımá jazyk L = {w ∈ {a, b}
∗
∣ w obsahuje podslovo ab}

Pro žádnou posloupnost vstupńıch symbol̊u se automat nedostane do
stav̊u 3, 4 nebo 5.

Pokud tyto stavy odstrańıme, pǒrád automat p̌rij́ımá stejný jazyk L.
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Nedosažitelné stavy automatu

Definice

Stav q konečného automatu A = (Q,Σ, δ, q0,F ) je dosažitelný pokud

existuje nějaké slovo w takové, že q0
w

⟶ q.

V opačném p̌ŕıpadě stav nazýváme nedosažitelný.

Do nedosažitelných stav̊u nevede v grafu automatu žádná orientovaná
cesta z počátečńıho stavu.

Nedosažitelné stavy můžeme z automatu odstranit (spolu se všemi
p̌rechody vedoućımi do nich a z nich). Jazyk p̌rij́ımaný automatem se
nezměńı.
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Automaty a operace na jazyćıch

Při konstrukci automat̊u může být obt́ıžné p̌ŕımo zkonstruovat automat
pro daný jazyk L.

Pokud je možné jazyk L popsat jako výsledek nějakých jazykových operaćı
(pr̊unik, sjednoceńı, doplněk, žretězeńı, iterace, . . . ) aplikovaných na
nějaké jednoduš̌śı jazyky L1 a L2, může být výhodné postupovat
modulárńım způsobem:

Nejprve zkonstruovat automaty pro jazyky L1 a L2.

Poté použ́ıt některou z obecných konstrukćı, které umožňuj́ı k daným
automat̊um rozpoznávaj́ıćım jazyky L1 a L2 algoritmicky zkonstruovat
automat pro jazyk L, který je výsledkem aplikace dané jazykové
operace na jazyky L1 a L2.
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Automat pro pr̊unik jazyk̊u

Máme následuj́ıćı dva automaty:

0 1 2 3
a b a

b a

b

a, b

A B
a

a

b b

Př́ıjmou oba slovo abbaaba?
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Máme následuj́ıćı dva automaty:

0 1 2 3
a b a

b a

b

a, b

A B
a

a

b b
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Máme následuj́ıćı dva automaty:

0 1 2 3
a b a

b a

b

a, b

A B
a

a

b b
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Automat pro pr̊unik jazyk̊u

Máme následuj́ıćı dva automaty:

0 1 2 3
a b a

b a

b

a, b

A B
a

a

b b
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Automat pro pr̊unik jazyk̊u
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Automat pro pr̊unik jazyk̊u
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Automat pro pr̊unik jazyk̊u
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Automat pro pr̊unik jazyk̊u

0 1 2 3
a b a

b a

b

a, b

A B
a

a

b b

0A 1B
a

b
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Automat pro pr̊unik jazyk̊u
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 12. února 2025 39 / 45



Automat pro pr̊unik jazyk̊u

Formálně můžeme popsat tuto konstrukci následovně:

Předpokládáme, že máme dva deterministické konečné automaty
A1 = (Q1,Σ, δ1, q01,F1) a A2 = (Q2,Σ, δ2, q02,F2).

K nim setroj́ıme DKA A = (Q,Σ, δ, q0,F ) kde:

Q = Q1 × Q2

δ( (q1, q2), a ) = ( δ1(q1, a), δ2(q2, a) ) pro všechna q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2,
a ∈ Σ

q0 = (q01, q02)

F = F1 × F2

Neńı težké ově̌rit, že pro libovolné slovo w ∈ Σ
∗
plat́ı, že w ∈ L(A) právě

tehdy, když w ∈ L(A1) a w ∈ L(A2), tj.

L(A) = L(A1) ∩ L(A2)
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Pr̊unik regulárńıch jazyk̊u

Věta

Jestliže jazyky L1, L2 ⊆ Σ
∗
jsou regulárńı, pak také jazyk L1 ∩ L2 je

regulárńı.

Důkaz: Předpokládejme, že A1 a A2 jsou deterministické konečné
automaty takové, že

L1 = L(A1) L2 = L(A2)

Popsanou konstrukćı k nim můžeme sestrojit deterministický konečný
automat A takový, že

L(A) = L(A1) ∩ L(A2) = L1 ∩ L2
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Automat pro sjednoceńı jazyk̊u
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Automat pro sjednoceńı jazyk̊u
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Sjednoceńı regulárńıch jazyk̊u

Konstukce automatu A, který p̌rij́ımá sjednoceńı jazyk̊u p̌rij́ımaných
automaty A1 a A2, tj. jazyk

L(A1) ∪ L(A1)

je témě̌r stejná jako v p̌ŕıpadě automatu p̌rij́ımaj́ıćıho L(A1) ∩ L(A2).

Jediný rozd́ıl je v definici množiny p̌rij́ımaj́ıćıch stav̊u:

F = (F1 × Q2) ∪ (Q1 × F2)
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Automat pro doplněk jazyka
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Doplněk regulárńıho jazyka

K DKA A = (Q,Σ, δ, q0,F ) sestroj́ıme DKA A
′
= (Q,Σ, δ, q0,Q − F ).

Je očividné, že pro každé slovo w ∈ Σ
∗
plat́ı, že w ∈ L(A

′
) právě tehdy,

když w /∈ L(A), tj.

L(A
′
) = L(A)

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 12. února 2025 45 / 45
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) právě tehdy,

když w /∈ L(A), tj.

L(A
′
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Věta

Jestliže jazyk L je regulárńı, pak také jeho doplněk L je regulárńı.
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