Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Regularni vyrazy popisujici jazyky nad abecedou ¥:

® 7, ¢, a(kde a € ¥) jsou reguldrni vyrazy:

@ ... oznaluje prazdny jazyk
e ... oznaluje jazyk {e}
a ... oznaluje jazyk {a}

o Jestlize o, 3 jsou reguldrni vyrazy, pak i (o + 3), (a - 8), (o) jsou
reguldrni vyrazy:

(o + B) ... oznaluje sjednoceni jazyki oznaenych o a
(a - B) ... oznaluje zfet&zeni jazyki oznakenych o a 3
* v . - .. v ,
(a”) ... oznaluje iteraci jazyka ozna&eného o

o Neexistuji Zadné dalsi regularni vyrazy nez ty definované podle
predchozich dvou bod.
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Regularni vyrazy

P¥iklad: abeceda ¥ = {0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
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Regularni vyrazy

P¥iklad: abeceda ¥ = {0,1}
@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.
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Regularni vyrazy

P¥iklad: abeceda ¥ = {0,1}
@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.
. . , . .. * s
@ ProtoZe 0 je reguldrni vyraz, je i (0" ) reguldrni vyraz.
e Protoze (0 + 1) i (0¥) jsou reguldrni vyrazy, je i ((0+ 1) - (0¥))
reguldrni vyraz.
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Regularni vyrazy

P¥iklad: abeceda ¥ = {0,1}
@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.
e ProtoZe 0 je reguldrni vyraz, je i (0¥) reguldrni vyraz.

e Protoze (0 + 1) i (0¥) jsou reguldrni vyrazy, je i ((0+ 1) - (0¥))
reguldrni vyraz.

Poznamka: Jestlize o je reguldrni vyraz, zdpisem L(«a) oznalujeme jazyk
definovany regularnim vyrazem o.

L(((0+1)-(0"))) = {0, 1, 00, 10, 000, 100, 0000, 1000, 00000, ...}

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 12. dnora 2025



Regularni vyrazy

Strukturu reguldrniho vyrazu si miZeme znazornit abstraktnim
syntaktickym stromem:

((((0-1)")-1)-(1-1)) + (((0-0) +1)%))
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Regularni vyrazy

Formalni definice sémantiky reguldrnich vyrazi:
o L(B)=0
o L(g) ={¢e}

L(a) = {a}

L(a™) = L(a)"

L(a-B)=L(a)-L(B)

L{a+ ) = L(a) U L(B)
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Regularni vyrazy

Aby byl zapis reguldrnich vyrazi ptrehledn&jsi a stru¢néjsi, pouzivame
ndsleduji pravidla:
@ Vynechdavame vné&jsi par zdvorek.
@ Vynechdavame zdvorky, které jsou zbyte¢né vzhledem k asociativité
operaci sjednoceni (+) a zfetézeni (-).
@ Vynechdvdme zavorky, které jsou zbyte¢né vzhledem k priorité operaci

N e .

(nejvy&&i prioritu ma iterace (*), mensi z¥etézeni () a nejmen¥i
sjednoceni (+)).
@ Nepiseme tetku pro zfetézeni.
Ptiklad: Misto
(((((0-1)")- 1) - (- 1))+ (((0-0) +1)7))
obvykle piseme

(01)*111 + (00 + 1)*
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Regularni vyrazy

P¥iklady: Ve viech p¥ipadech ¥ = {a, b}.

a ... jazyk tvoreny jedinym slovem a
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Regularni vyrazy

P¥iklady: Ve viech p¥ipadech ¥ = {a, b}.

a ... jazyk tvoreny jedinym slovem a
ab ... jazyk tvofeny jedinym slovem ab
a+b ... jazyk tvofeny dvéma slovy a a b
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Regularni vyrazy

P¥iklady: Ve viech p¥ipadech ¥ = {a, b}.

a ... jazyk tvoreny jedinym slovem a
ab ... jazyk tvofeny jedinym slovem ab
a+b ... jazyk tvofeny dvéma slovy a a b
* . v ,
a ... jazyk tvofeny slovy ¢, a, aa, aaa, ...
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Regularni vyrazy

P¥iklady: Ve viech p¥ipadech ¥ = {a, b}.

a ...
ab
a+b

*

(ab)

Z. Sawa (VSB-TUO)

jazyk tvoteny jedinym slovem a

. jazyk tvoteny jedinym slovem ab
. jazyk tvofeny dvéma slovy a a b
. jazyk tvoreny slovy ¢, a, aa, aaa, ...

. jazyk tvorteny slovy ¢, ab, abab, ababab, ...
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Regularni vyrazy

P¥iklady: Ve viech p¥ipadech ¥ = {a, b}.

a ...

ab
a+b
(ab)”
(a+Db)*

jazyk tvoteny jedinym slovem a

. jazyk tvoteny jedinym slovem ab

. jazyk tvofeny dvéma slovy a a b

. jazyk tvoreny slovy ¢, a, aa, aaa, ...

. jazyk tvorteny slovy ¢, ab, abab, ababab, ...

. jazyk tvoFeny v&emi slovy nad abecedou {a,b}
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Regularni vyrazy

P¥iklady: Ve viech p¥ipadech ¥ = {a, b}.

a ...

ab
a+b
(ab)”
(a+Db)*

(a+b)*aa
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Regularni vyrazy

P¥iklady: Ve viech p¥ipadech ¥ = {a, b}.

a ... jazyk tvoreny jedinym slovem a

ab ... jazyk tvofeny jedinym slovem ab

a+b ... jazyk tvofeny dvéma slovy a a b
a¥ L. jazyk tvoreny slovy ¢, a, aa, aaa, ...

(ab)® ... jazyk tvofeny slovy ¢, ab, abab, ababab, ...

(a+1b)" ... jazyk tvoreny viemi slovy nad abecedou {a,b}
(a+Db)"aa ... jazyk tvoFeny viemi slovy kon&icimi aa
(ab)*bbb(ab)® ... jazyk tvofeny viemi slovy obsahujicimi podslovo bbb

predchazené i ndsledované libovolnym poctem slov ab
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Regularni vyrazy

a+b)*aa + (ab)*bbb(ab)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
Jazy y Y
kon&i aa nebo obsahuji podslovo bbb pfedchizené
i nasledované libovolnym poétem slov ab
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Regularni vyrazy

a+b)*aa + (ab)*bbb(ab)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
Jazy y Y
kon&i aa nebo obsahuji podslovo bbb pfedchizené
i nasledované libovolnym poétem slov ab

(a+b)*b(a+b)* ... jazyk tvofeny viemi slovy obsahujicimi alespois
jeden symbol b
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Regularni vyrazy

a+b)*aa + (ab)*bbb(ab)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
Jazy y Y
kon&i aa nebo obsahuji podslovo bbb pfedchizené
i nasledované libovolnym poétem slov ab

(a+b)*b(a+b)* ... jazyk tvofeny viemi slovy obsahujicimi alespois
jeden symbol b

a*(ba*ba™)* ... jazyk tvoFeny viemi slovy obsahujicimi sudy potet
symboll b
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Koneéné automaty
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Rozpoznavani jazyka

P¥iklad: UvaZujme slova nad abecedou {a,b}.

Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L, ktery je tvofen slovy, ve kterych se
vyskytuje sudy polet symboli b.

Chceme navrhnout za¥izeni, které ptette slovo, a sdéli nam, zda toto slovo
pat¥i do jazyka L &i ne.
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocitat polet vyskyt symboli b.
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocitat polet vyskyt symboli b.

ano — 6 je sudé &islo
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Rozpoznavani jazyka

Druhy napad: Ve skutecnosti nds zajima pouze, zda podet dosud
pre¢tenych symboll b je sudy nebo lichy (tj. misto &isla si sta&i pamatovat
jen jeho posledni bit).
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni miizeme popsat grafem:

© ©
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Rozpoznavani jazyka
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Deterministicky koneény automat

Deterministicky kone¢ny automat se sklada ze stavii a prechodu.
Jeden ze stavil je oznalen jako pocatecni stav a nékteré ze stavi jsou
oznadeny jako pFijimajici.
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Deterministicky koneény automat

Formaln& je deterministicky kone¢ny automat (DKA) definovén jako
pétice

(Q,%,4,q0, F)
kde:
@ @ je neprazdna kone&nd mnoZina stavii
@ Y je abeceda (neprazdnd kone&na mnoZina symboli)
@ 0: QXX — Q je prechodova funkce
@ gp € Q je pocatecni stav

e F € @ je mnozina pFijimajicich stavii
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Deterministicky koneény automat

o Q=1{1,2,3,45) SLa)=2  S(Lb)=1
o) = {a,b} 5(2,&) =4 5(2,b) =5
° g0 =1 5(3.a)=1 &(3,b)=4
e F = {17475} 5(47 a) =1 (5(4,b) =3

0(5,a) =4 5(5,p) =5
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Deterministicky koneény automat

Misto zapisu

§(l,a)=2  §(L,p) =1
5(2,a) =4 5(2,p) =5
§(3,a) =1  4(3,b) =4
§(4,2a) =1  6(4,p)=3
§(5,a) =4  §(5,b) =5

budeme radg&ji pouZivat stru¢négjsi tabulku nebo grafické znazornéni:

dla b
12 1
214 5
3|11 4
~4 |11 3
«5|14 5
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Deterministicky koneény automat
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Deterministicky koneény automat
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Deterministicky koneény automat
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Deterministicky koneény automat
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Deterministicky koneény automat

1522552423
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Deterministicky koneény automat

R, -, e,
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Deterministicky koneény automat

Definice
Mg&me DKA A = (Q,X,9,qo, F).

Zapisem q = q', kde q, q' € Q aw € X, budeme oznatovat to, Ze
pokud je automat ve stavu g, tak pfectenim slova w prejde do stavu q'.

Poznamka: —C Q X X" x Q je ternarni relace.

Misto (q, w, q') E— pieme ¢ — ¢

Pro DKA plati, Ze pro libovolny stav g a libovolné slovo w existuje pravé
jeden stav q' takovy, Ze g = q'.
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Deterministicky koneény automat

Relaci — miZeme formalné definovat nasledujici induktivni definici:
e q = q pro libovolné g € Q
eProweX aaey:
q = q' pravé tehdy, kdyZ existuje q" € Q takové, Ze
w n n I
g—q adlqg,a)=gq
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Deterministicky koneény automat

151 0(l,a) =2
1259 0(2,b) =5
125 0(5,a) =4
a b \

-1 2 1 124 5(4,b)=3

2|4 5 \ /

311 4
«~4|11 3 12% 3 4(3,b)
<54 5
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Deterministicky koneény automat

Slovo w € ¥ je pFijimano deterministickym kone&nym automatem
A=(Q,%,0,qo, F) pravé tehdy, kdyZ existuje stav g € F takovy, Ze

w
o — ¢q.

Definice

Jazyk rozpoznavany (pfijimany) danym deterministickym kone&nym
automatem A = (Q, %, 6, qo, F), oznatovany L(.A), je mnoZina viech slov
pfijimanych timto automatem, tj.

LA)={weZ*|IgeF:q — q}
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Regularni jazyky

Jazyk L je regularni pravé tehdy, kdyz existuje néjaky deterministicky
kone&ny automat A, ktery jej p¥fijimd, tj. DKA A takovy, e £(A) = L.
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpozndvajici jazyk L nad abecedou {a,b} tvoFeny
slovy, kterd obsahuji alespoii jeden vyskyt symbolu b, tj.

L={we{ab}"||wl =21}

)
P
o’
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpozndvajici jazyk L nad abecedou {a,b} tvoFeny
slovy, kterd obsahuji alespoii jeden vyskyt symbolu b, tj.

1}

v

L={we{ab} ||lwh

)
P
o’

-1

N |
N N o
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpozndvajici jazyk L nad abecedou {a,b} tvoreny
slovy, kterd obsahuji pravé t¥i vyskyty symbolu b, tj.

L={we{ab}" ||wl=3}
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpozndvajici jazyk L nad abecedou {a,b} tvoreny
slovy, kterd obsahuji pravé t¥i vyskyty symbolu b, tj.

L={we{ab}" ||wl=3}

© > AD DB
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpoznavajici jazyk nad abecedou {0, 1} tvoFeny slovy,
kde kazdy vyskyt symbolu 0 je bezprostfedné nasledovan symbolem 1.

0,1

1
o
Q
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpoznavajici jazyk nad abecedou {0, 1} tvoFeny slovy,
kde kazdy vyskyt symbolu 0 je bezprostfedné nasledovan symbolem 1.

0,1

@
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpoznavajici jazyk nad abecedou {0, 1} tvo¥eny slovy,
kde kaZzda dvojice symboll 0 je bezprostfedné nasledovdna symbolem 1.

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 12. dnora 2025



Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpoznavajici jazyk
L={w € {a,b}" | (lw], mod 5) € {0, 1,3}}
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpozndvajici jazyk nad abecedou {a,b} tvoreny slovy,
ktera za&inaji prefixem ababb.
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpozndavajici jazyk nad abecedou {a,b} tvoFeny slovy,
ktera kon&i sufixem ababb.
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

Konstrukce tohoto automatu je zaloZena na nasledujici myslence:
o Predpoklidejme, Ze chceme vyhledavat slovo u délky n (tj. |u| = n).
Stavy automatu jsou oznaleny &isly 0,1,...,n.
@ Stav s &islem i odpovida situaci, kdy i je délka nejdelsiho slova, které
je zaroveii:
o prefixem hledaného vzorku u
e sufixem té &asti vstupniho slova, kterou automat zatim precetl

Napftiklad pro slovo ababb stavy automatu odpovidaji nasledujicim slovim:

@ Stav0 ... ¢ @ Stav3 ... aba
@ Stavl ... a @ Stav4 ... abab
@ Stav2 ... ab @ Stavb ... ababb
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Ptiklady deterministickych kone¢nych automati

P¥iklad: Automat rozpozndvajici jazyk nad abecedou {a,b} tvoreny slovy,
kterd obsahuji podslovo ababb.
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Ekvivalence automatu

o

©
4o~
OBk

o

©
OBk
&

o

©
WIW
©D-

Vsechny t¥i automaty pfijimaji jazyk vSech slov se sudym poctem a.
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Ekvivalence automatu

O kone¢nych automatech A;, A, Fekneme, Ze jsou ekvivalentni, jestlize

L(A1) = L(A2).
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Nedosazitelné stavy automatu

o Automat p¥ijima jazyk L = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo ab}
@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbolii se automat nedostane do
stavi 3, 4 nebo 5.

12. dnora 2025
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Nedosazitelné stavy automatu

o Automat p¥ijima jazyk L = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo ab}
@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbolii se automat nedostane do
stavi 3, 4 nebo 5.

o Pokud tyto stavy odstranime, pofad automat pfijima stejny jazyk L.
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Nedosazitelné stavy automatu

Definice

Stav g kone&ného automatu A = (Q, X, 4, qo, F) je dosazitelny pokud
existuje néjaké slovo w takové, Ze qq = qg.

V opaéném pfipadé stav nazyvame nedosazitelny.

@ Do nedosaZitelnych stavii nevede v grafu automatu Zadna orientovana
cesta z pocate¢niho stavu.

o NedosaZitelné stavy miZeme z automatu odstranit (spolu se viemi
prechody vedoucimi do nich a z nich). Jazyk pfijimany automatem se
nezméni.
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Automaty a operace na jazycich

P¥i konstrukci automati maze byt obtizné p¥imo zkonstruovat automat
pro dany jazyk L.

Pokud je mozné jazyk L popsat jako vysledek n&jakych jazykovych operaci
(pranik, sjednoceni, dopln&k, z¥et&zeni, iterace, ...) aplikovanych na
néjaké jednodussi jazyky Lq a Ly, miZe byt vyhodné postupovat
moduldrnim zpisobem:

@ Nejprve zkonstruovat automaty pro jazyky L a L,.

o Poté pouzit nékterou z obecnych konstrukci, které umoziuji k danym
automatlim rozpoznavajicim jazyky Ly a L, algoritmicky zkonstruovat
automat pro jazyk L, ktery je vysledkem aplikace dané jazykové
operace na jazyky Ly a Ls.
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Automat pro prinik jazyk

Mame nasledujici dva automaty:

P¥{jmou oba slovo abbaaba?
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Automat pro prinik jazyk

Mame nasledujici dva automaty:

b
a b a a
b a a,b b b

P¥{jmou oba slovo abbaaba?

w
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Automat pro prinik jazyk
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b
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Automat pro prinik jazyk

Mame nasledujici dva automaty:

a
O_\\;R
b b
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Automat pro prinik jazyk

Mame nasledujici dva automaty:

b
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O O ° O
b a a,b b b
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk

a
@R
b b
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 12. dnora 2025



Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk

b
#—'Ah 3 A—@
O SR
b b

b a a,b

©)

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky



Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk

b
o@e o) R—2x(B)
.
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk
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Automat pro prinik jazyk

Formaln& mizeme popsat tuto konstrukci nasledovné:

Pt¥edpokladame, Ze méame dva deterministické kone¢né automaty
Ar = (Q1,%, 601,901, F1) a A2 = (@2, X, 02, Goz, F2).
K nim setrojime DKA A = (Q, X, d, qo, F) kde:

0 Q=1 X

° 6( (q15q2)7a) = ((51((]]_,3),(52((]2,3)) pro viechna qi € le g2 € QQ,
aeEyr

® qo = (901, 902)
o F=FRXFKk

Neni tezké ov&fit, Ze pro libovolné slovo w € X* plati, 7e w € L(A) pravé
tehdy, kdyz w € L( A1) a w € L(Ay), tj.

L(A) = L(A1) N L(A)
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Prinik regularnich jazyki

Véta
Jestlize jazyky Ly, L, € X" jsou reguldrni, pak také jazyk Li N Ly je

reguldrni.

Diikaz: P¥edpokladejme, Ze A; a A5 jsou deterministické kone&né
automaty takové, Ze

Ly = L(Ay) Ly = L(Ay)

Popsanou konstrukci k nim miZeme sestrojit deterministicky konecny
automat A takovy, Ze

ﬁ(A) = E(Al) N £(A2) =LinL,
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Automat pro sjednoceni jazyki
b
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Automat pro sjednoceni jazyki

b
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Automat pro sjednoceni jazyki

Z. Sawa (VSB-TUO)



Sjednoceni regularnich jazyki

Konstukce automatu A, ktery p¥ijiméd sjednoceni jazyki pfijimanych
automaty A; a Ay, tj. jazyk

L(A1) U L(A;)
je tém&¥ stejnd jako v p¥ipad& automatu p¥ijimajiciho L( A1) N L(A5).
Jediny rozdil je v definici mnoZiny pfijimajicich stavi:
o F=(Fx@)uU(QXF)

12. dnora 2025
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Sjednoceni regularnich jazyki

Konstukce automatu A, ktery p¥ijima sjednoceni jazyk( pfijimanych
automaty A; a Ay, tj. jazyk

L(A1) U L(A;)
je tém&¥ stejnd jako v p¥ipad& automatu p¥ijimajiciho L( A1) N L(A5).
Jediny rozdil je v definici mnoZiny pfijimajicich stavi:
o F=(Fx@)uU(QXF)

Jestlize jazyky Ly, L, € X" jsou reguldrni, pak také jazyk Ly U Ly je
reguldrni.
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Automat pro doplnék jazyka
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Automat pro doplnék jazyka

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky



Doplnék regularniho jazyka

K DKA A = (Q, X, 5, g, F) sestrojime DKA A' = (Q,X,6, g0, Q — F).
Je oividné, ¥e pro ka#dé slovo w € ¥* plati, e w € £(A") pravé tehdy,
kdyz w ¢ L(A), tj.

L(A) = L(A)
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Doplnék regularniho jazyka

K DKA A = (Q, X, 0, qq, F) sestrojime DKA A' = (Q,X,6,q0, Q — F).

Je oividné, ¥e pro ka#dé slovo w € ¥* plati, e w € £(A") pravé tehdy,
kdyz w ¢ L(A), tj.
L(A) = L(A)

Jestlize jazyk L je reguldrni, pak také jeho dopln&k L je regularni.
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