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Bezkontextové gramatiky

Př́ıklad: Chtěli bychom popsat jazyk aritmetických výraz̊u obsahuj́ıćı
výrazy jako nap̌ŕıklad:

175 (9+15) (((10-4)*((1+34)+2))/(3+(-37)))

Pro jednoduchost p̌redpokládejme:

Výrazy jsou plně uzávorkované.

Jediné aritmetické operace jsou “+”, “-”, “*”, “/” a unárńı “-”.

Hodnoty operandů jsou p̌rirozená č́ısla zapsaná v deśıtkové soustavě
— zápis č́ısla je neprázdná posloupnost č́ıslic.

Abeceda jazyka: Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, -, *, /, (, )}
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Př́ıklad (pokr.): Popis pomoćı induktivńı definice:

Č́ıslice je libovolný ze znak̊u 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Č́ıslo je neprázdná posloupnost č́ıslic, tj.:

Pokud je α č́ıslice, tak α je č́ıslo.

Pokud α je č́ıslice a β je č́ıslo, tak i αβ je č́ıslo.

Výraz je libovolná posloupnost symbol̊u vytvǒrená podle následuj́ıćıch
pravidel:

Pokud je α č́ıslo, tak α je výraz.
Pokud α je výraz, tak i (-α) je výraz.
Pokud α a β jsou výrazy, tak i (α+β) je výraz.
Pokud α a β jsou výrazy, tak i (α-β) je výraz.
Pokud α a β jsou výrazy, tak i (α*β) je výraz.
Pokud α a β jsou výrazy, tak i (α/β) je výraz.
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Př́ıklad (pokr.): Způsob zápisu téže informace jako v p̌redchoźı induktivńı
definici pomoćı bezkontextové gramatiky:

Zavedeme následuj́ıćı pomocné symboly — těmto symbol̊um se ř́ıká
neterminály:

D — zastupuje libovolnou č́ıslici

C — zastupuje libovolné č́ıslo

E — zastupuje libovolný výraz

D → 0

D → 1

D → 2

D → 3

D → 4

D → 5

D → 6

D → 7

D → 8

D → 9

C → D

C → DC

E → C

E → (-E)

E → (E+E)

E → (E-E)

E → (E*E)

E → (E/E)
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Př́ıklad (pokr.): Stručněǰśı způsob zápisu:

D → 0 ∣ 1 ∣ 2 ∣ 3 ∣ 4 ∣ 5 ∣ 6 ∣ 7 ∣ 8 ∣ 9

C → D ∣ DC

E → C ∣ (-E) ∣ (E+E) ∣ (E-E) ∣ (E*E) ∣ (E/E)
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Př́ıklad: Jazyk, kde slova jsou (p̌ŕıpadně i prázdné) posloupnosti výraz̊u
popsaných v p̌redchoźım p̌ŕıkladě, kde jednotlivé výrazy jsou odděleny
čárkami (abecedu je ťreba rozš́ı̌rit o symbol “,”):

S → T ∣ ε

T → E ∣ E,T

D → 0 ∣ 1 ∣ 2 ∣ 3 ∣ 4 ∣ 5 ∣ 6 ∣ 7 ∣ 8 ∣ 9

C → D ∣ DC

E → C ∣ (-E) ∣ (E+E) ∣ (E-E) ∣ (E*E) ∣ (E/E)
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Př́ıklad: Př́ıkazy nějakého programovaćıho jazyka (fragment gramatiky):

S → E; ∣ T ∣ if (E) S ∣ if (E) S else S

∣ while (E) S ∣ do S while (E); ∣ for (F; F; F) S

∣ return F;

T → { U }
U → ε ∣ SU

F → ε ∣ E

E → . . .

. . .

Poznámka:

S — p̌ŕıkaz

T — blok p̌ŕıkaz̊u

U — sekvence p̌ŕıkaz̊u

E — výraz

F — výraz, který je možno vynechat
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Formálně je bezkontextová gramatika definována jako čtvěrice

G = (Π,Σ, S ,P)

kde:

Π je konečná množina neterminálńıch symbol̊u (neterminál̊u)

Σ je konečná množina terminálńıch symbol̊u (terminál̊u),
p̌ričemž Π ∩ Σ = ∅

S ∈ Π je počátečńı neterminál

P ⊆ Π × (Π ∪ Σ)
∗
je konečná množina p̌repisovaćıch pravidel
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Poznámky:

Pro označeńı neterminálńıch symbol̊u budeme použ́ıvat velká ṕısmena
A, B , C , . . .

Pro označeńı terminálńıch symbol̊u budeme použ́ıvat malá ṕısmena a,
b, c , . . . nebo č́ıslice 0, 1, 2, . . .

Pro označeńı řetězc̊u z (Π ∪ Σ)
∗
budeme použ́ıvat malá ṕısmena

řecké abecedy α, β, γ, . . .

Mı́sto zápisu (A, α) budeme pro pravidla použ́ıvat zápis

A → α

A – levá strana pravidla
α – pravá strana pravidla
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Př́ıklad: Gramatika G = (Π,Σ, S ,P), kde

Π = {A,B ,C}

Σ = {a, b}

S = A

P obsahuje pravidla
A → aBBb

A → AaA

B → ε

B → bCA

C → AB

C → a

C → b
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Poznámka: Pokud máme v́ıce pravidel se stejnou levou stranou, jako ťreba

A → α1 A → α2 A → α3

můžeme je stručněji zapsat jako

A → α1 ∣ α2 ∣ α3

Nap̌ŕıklad pravidla ďŕıve uvedené gramatiky můžeme zapsat jako

A → aBBb ∣ AaA

B → ε ∣ bCA

C → AB ∣ a ∣ b
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Gramatiky slouž́ı ke generováńı slov.

Př́ıklad: G = (Π,Σ,A,P), kde Π = {A,B ,C}, Σ = {a, b} a P obsahuje
pravidla

A → aBBb ∣ AaA

B → ε ∣ bCA

C → AB ∣ a ∣ b

Nap̌ŕıklad slovo abbabb je možné v gramatice G vygenerovat následuj́ıćım
způsobem:
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 3. b̌rezna 2025 12 / 34



Bezkontextové gramatiky
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způsobem:

A ⇒ aBBb ⇒ abCABb ⇒ abCaBBbBb ⇒ abCaBbBb
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Na řetězćıch z (Π ∪ Σ)
∗
definujeme relaci ⇒⊆ (Π ∪ Σ)

∗
× (Π ∪ Σ)

∗

takovou, že
α ⇒ α

′

právě když α = β1Aβ2 a α
′
= β1γβ2 pro nějaká β1, β2, γ ∈ (Π ∪ Σ)

∗
a

A ∈ Π, kde (A → γ) ∈ P .

Př́ıklad: Jestliže (B → bCA) ∈ P , pak

aCBbA ⇒ aCbCAbA

Poznámka: Neformálně řečeno zápis α ⇒ α
′
znamená, že z α je možné

jedńım krokem odvodit α
′
, a to tak, že výskyt nějakého neterminálu A v α

nahrad́ıme pravou stranou nějakého pravidla A → γ, kde se A vyskytuje
na levé straně.
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Bezkontextové gramatiky

Derivace délky n je posloupnost β0, β1, β2, ⋯, βn, kde βi ∈ (Π ∪ Σ)
∗
a

kde βi−1 ⇒ βi pro všechna 1 ≤ i ≤ n, což můžeme stručněji zapsat

β0 ⇒ β1 ⇒ β2 ⇒ . . . ⇒ βn−1 ⇒ βn

Skutečnost, že pro dané α, α
′
∈ (Π∪Σ)

∗
a n ∈ N existuje nějaká derivace

β0 ⇒ β1 ⇒ β2 ⇒ . . . ⇒ βn−1 ⇒ βn, kde α = β0 a α
′
= βn, zapisujeme

α ⇒
n
α
′

Skutečnost, že α ⇒
n
α
′
pro nějaké n ≥ 0, zapisujeme

α ⇒
∗
α
′

Poznámka: Relace ⇒
∗
je reflexivńım a tranzitivńım uzávěrem relace ⇒

(tj. nejmenš́ı reflexivńı a tranzitivńı relaćı obsahuj́ıćı relaci ⇒).
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Bezkontextové gramatiky

Větné formy jsou ty α ∈ (Π ∪ Σ)
∗
, pro které plat́ı

S ⇒
∗
α

kde S je počátečńı neterminál.
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Bezkontextové gramatiky

Jazyk L(G) generovaný gramatikou G = (Π,Σ, S ,P) je množina všech
slov v abecedě Σ, která lze odvodit nějakou derivaćı z počátečńıho
neterminálu S pomoćı pravidel z P , tj.

L(G) = {w ∈ Σ
∗
∣ S ⇒

∗
w}

Definice

Jazyk L je bezkontextový, jestliže existuje bezkontextová gramatika G
taková, že L = L(G).
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Derivačńı strom

A → aBBb ∣ AaA

B → ε ∣ bCA

C → AB ∣ a ∣ b
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Derivačńı strom

A → aBBb ∣ AaA

B → ε ∣ bCA

C → AB ∣ a ∣ b

A

a B B b

A ⇒ aBBb
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Derivačńı strom

A → aBBb ∣ AaA

B → ε ∣ bCA

C → AB ∣ a ∣ b

A

a B

b C A

B b

A ⇒ aBBb ⇒ abCABb
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Derivačńı strom
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Derivačńı strom

Každé derivaci odpov́ıdá nějaký derivačńı strom:

Vrcholy stromu jsou ohodnoceny terminály a neterminály.

Kǒren stromu je ohodnocen počátečńım neterminálem.

Listy stromu jsou ohodnoceny terminály nebo symboly ε.

Ostatńı vrcholy stromu jsou ohodnoceny neterminály.

Pokud je vrchol ohodnocen neterminálem A, pak jeho potomci jsou
ohodnoceni symboly pravé strany nějakého p̌repisovaćıho pravidla
A → α.
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Bezkontextové gramatiky

Př́ıklad: Gramatika generuj́ıćı jazyk

L = {a
n
b
n
∣ n ≥ 0}
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Bezkontextové gramatiky

Př́ıklad: Gramatika generuj́ıćı jazyk

L = {a
n
b
n
∣ n ≥ 0}

Gramatika G = (Π,Σ, S ,P), kde Π = {S}, Σ = {a, b} a P obsahuje

S → ε ∣ aSb

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 3. b̌rezna 2025 19 / 34



Bezkontextové gramatiky

Př́ıklad: Gramatika generuj́ıćı jazyk

L = {a
n
b
n
∣ n ≥ 0}

Gramatika G = (Π,Σ, S ,P), kde Π = {S}, Σ = {a, b} a P obsahuje

S → ε ∣ aSb

S ⇒ ε

S ⇒ aSb ⇒ ab

S ⇒ aSb ⇒ aaSbb ⇒ aabb

S ⇒ aSb ⇒ aaSbb ⇒ aaaSbbb ⇒ aaabbb

S ⇒ aSb ⇒ aaSbb ⇒ aaaSbbb ⇒ aaaaSbbbb ⇒ aaaabbbb

⋯
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Bezkontextové gramatiky

Př́ıklad: Gramatika generuj́ıćı jazyk L tvǒrený všemi palindromy nad
abecedou {a, b}, tj.

L = {w ∈ {a, b}
∗
∣ w = w

R
}

Poznámka: w
R
označuje tzv. zrcadlový obraz slova w , tj. slovo w

zapsané pozpátku.
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Řešeńı:

S → ε ∣ a ∣ b ∣ aSa ∣ bSb
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Bezkontextové gramatiky

Př́ıklad: Gramatika generuj́ıćı jazyk L tvǒrený všemi palindromy nad
abecedou {a, b}, tj.

L = {w ∈ {a, b}
∗
∣ w = w

R
}

Poznámka: w
R
označuje tzv. zrcadlový obraz slova w , tj. slovo w

zapsané pozpátku.

Řešeńı:

S → ε ∣ a ∣ b ∣ aSa ∣ bSb

S ⇒ aSa ⇒ abSba ⇒ abaSaba ⇒ abaaaba
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Bezkontextové gramatiky

Př́ıklad: Gramatika generuj́ıćı jazyk L tvǒrený všemi dob̌re
uzávorkovanými sekvencemi symbol̊u ‘(’ a ‘)’.

Nap̌ŕıklad (()())(()) ∈ L, ale )()) /∈ L.
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Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky

Př́ıklad: Gramatika generuj́ıćı jazyk L tvǒrený všemi dob̌re vytvǒrenými
aritmetickými výrazy, kde operandy jsou vždy tvaru ‘a’, a kde jako
operátory můžeme použ́ıvat symboly + a ∗.

Nap̌ŕıklad (a + a) ∗ a + (a ∗ a) ∈ L.
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Bezkontextové gramatiky
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 3. b̌rezna 2025 22 / 34



Levá a pravá derivace

E → a ∣ E + E ∣ E ∗ E ∣ (E)

Levá derivace je derivace, ve které v každém kroku nahrazujeme vždy
nejlevěǰśı neterminál.

E ⇒ E + E ⇒ E ∗ E + E ⇒ a ∗ E + E ⇒ a ∗ a + E ⇒ a ∗ a + a

Pravá derivace je derivace, ve které v každém kroku nahrazujeme vždy
nejpravěǰśı neterminál.

E ⇒ E + E ⇒ E + a ⇒ E ∗ E + a ⇒ E ∗ a + a ⇒ a ∗ a + a

Derivace však nemuśı být ani levá ani pravá:

E ⇒ E + E ⇒ E ∗ E + E ⇒ E ∗ a + E ⇒ E ∗ a + a ⇒ a ∗ a + a
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Levá a pravá derivace

Jednomu derivačńımu stromu může odpov́ıdat v́ıce r̊uzných derivaćı.

Každému derivačńımu stromu odpov́ıdá právě jedna levá a právě
jedna pravá derivace.
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Ekvivalence gramatik

Gramatiky G1 a G2 jsou ekvivalentńı, jestliže generuj́ı tentýž jazyk,
tj. jestliže L(G1) = L(G2).

Poznámka: Problém ekvivalence bezkontextových gramatik je
algoritmicky nerozhodnutelný. Dá se dokázat, že neńı možné vytvǒrit
algoritmus, který by pro libovolné dvě bezkontextové gramatiky rozhodl,
zda jsou ekvivalentńı či ne.

Dokonce je algoritmicky nerozhodnutelný i problém, zda gramatika
generuje jazyk Σ

∗
.
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Nejednoznačné gramatiky

Gramatika G je nejednoznačná, jestliže existuje nějaké slovo w ∈ L(G),
kterému p̌ŕısluš́ı dva r̊uzné derivačńı stromy, resp. dvě r̊uzné levé či dvě
r̊uzné pravé derivace.

Př́ıklad:
E ⇒ E + E ⇒ E ∗ E + E ⇒ a ∗ E + E ⇒ a ∗ a + E ⇒ a ∗ a + a

E ⇒ E ∗ E ⇒ E ∗ E + E ⇒ a ∗ E + E ⇒ a ∗ a + E ⇒ a ∗ a + a

E

E

E

a

∗ E

a

+ E

a

E

E

a

∗ E

E

a

+ E

a
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Nejednoznačné gramatiky

Někdy je možné nejednoznačnou gramatiku nahradit gramatikou, která
generuje tentýž jazyk, ale neńı nejednoznačná.

Př́ıklad: Gramatiku

E → a ∣ E + E ∣ E ∗ E ∣ (E)

můžeme nahradit ekvivalentńı gramatikou

E → T ∣ T + E

T → F ∣ F ∗ T

F → a ∣ (E)

Poznámka: Pokud se nejednoznačná gramatika žádnou ekvivalentńı
jednoznačnou gramatikou nahradit nedá, ř́ıkáme, že je podstatně
nejednoznačná.
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Bezkontextové jazyky

Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je uzav̌rená v̊uči:

žretězeńı

sjednoceńı

iteraci

Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u však neńı uzav̌rená v̊uči:

doplňku

pr̊uniku
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Bezkontextové jazyky

Máme dány gramatiky G1 = (Π1,Σ, S1,P1) a G2 = (Π2,Σ, S2,P2),
p̌ričemž můžeme p̌redpokládat, že Π1 ∩ Π2 = ∅ a S /∈ Π1 ∪ Π2.

Gramatika G taková, že L(G) = L(G1) ⋅ L(G2):

G = (Π1 ∪ Π2 ∪ {S}, Σ, S , P1 ∪ P2 ∪ {S → S1S2})

Gramatika G taková, že L(G) = L(G1) ∪ L(G2):

G = (Π1 ∪ Π2 ∪ {S}, Σ, S , P1 ∪ P2 ∪ {S → S1, S → S2})

Gramatika G taková, že L(G) = L(G1)
∗
:

G = (Π1 ∪ {S}, Σ, S , P1 ∪ {S → ε, S → S1S})
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Převod regulárńıho výrazu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad: Konstrukce bezkontextové gramatiky k regulárńımu výrazu
((a + b) ⋅ b)

∗
:

∗

⋅

+ b

a b
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Převod regulárńıho výrazu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad: Konstrukce bezkontextové gramatiky k regulárńımu výrazu
((a + b) ⋅ b)

∗
:

∗

⋅

+ b

a
S1

b

S1 → a
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Převod regulárńıho výrazu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad: Konstrukce bezkontextové gramatiky k regulárńımu výrazu
((a + b) ⋅ b)

∗
:

∗

⋅

+ b

S2

a
S1

b

S2

S2 → b

S1 → a
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Převod regulárńıho výrazu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad: Konstrukce bezkontextové gramatiky k regulárńımu výrazu
((a + b) ⋅ b)

∗
:

∗

⋅

+

S3
b

S2

a
S1

b

S2

S3 → S1 ∣ S2
S2 → b

S1 → a
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Převod regulárńıho výrazu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad: Konstrukce bezkontextové gramatiky k regulárńımu výrazu
((a + b) ⋅ b)

∗
:

∗

⋅

S4

+

S3
b

S2

a
S1

b

S2

S4 → S3S2

S3 → S1 ∣ S2
S2 → b

S1 → a
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Převod regulárńıho výrazu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad: Konstrukce bezkontextové gramatiky k regulárńımu výrazu
((a + b) ⋅ b)

∗
:

∗

S5

⋅

S4

+

S3
b

S2

a
S1

b

S2

S5 → ε ∣ S4S5
S4 → S3S2

S3 → S1 ∣ S2
S2 → b

S1 → a
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Převod konečného automatu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad:

A B

C D

E

a

b

a

b

a

b

ε

b

b

b
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Převod konečného automatu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad:

A B

C D

E

a

b

a

b

a

b

ε

b

b

b

S → A ∣ C
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Převod konečného automatu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad:

A B

C D

E

a

b

a

b

a

b

ε

b

b

b

S → A ∣ C

A → aB ∣ aC ∣ bA

B → aD ∣ bE

C → bD

D → bC ∣ bE ∣ A

E → bE
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Převod konečného automatu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad:

A B

C D

E

a

b

a

b

a

b

ε

b

b

b

S → A ∣ C

A → aB ∣ aC ∣ bA

B → aD ∣ bE

C → bD

D → bC ∣ bE ∣ A

E → bE

A → ε

E → ε
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Převod konečného automatu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad:

A B

C D

E

a

b

a

b

a

b

ε

b

b

b

Alternativńı konstrukce:
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Převod konečného automatu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad:

A B

C D

E

a

b

a

b

a

b

ε

b

b

b

Alternativńı konstrukce:

S → A ∣ E
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Převod konečného automatu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad:

A B

C D

E

a

b

a

b

a

b

ε

b

b

b

Alternativńı konstrukce:

S → A ∣ E

A → Ab ∣ D

B → Aa

C → Aa ∣ Db

D → Ba ∣ Cb

E → Bb ∣ Db ∣ Eb
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Převod konečného automatu na bezkontextovou gramatiku

Př́ıklad:

A B

C D

E

a

b

a

b

a

b

ε

b

b

b

Alternativńı konstrukce:

S → A ∣ E

A → Ab ∣ D

B → Aa

C → Aa ∣ Db

D → Ba ∣ Cb

E → Bb ∣ Db ∣ Eb

A → ε

C → ε

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 3. b̌rezna 2025 31 / 34



Regulárńı gramatiky

Definice

Gramatika G = (Π,Σ, S ,P) je pravá regulárńı gramatika, jestliže
všechna pravidla v P jsou některého z následuj́ıćıch tvar̊u (kde A,B ∈ Π,
a ∈ Σ):

A → B

A → aB

A → ε

Definice

Gramatika G = (Π,Σ, S ,P) je levá regulárńı gramatika, jestliže všechna
pravidla v P jsou některého z následuj́ıćıch tvar̊u (where A,B ∈ Π, a ∈ Σ):

A → B

A → Ba

A → ε
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Regulárńı gramatiky

Definice

Gramatika G je regulárńı, jestliže je pravá regulárńı nebo levá regulárńı.

Poznámka: Někdy se též uvád́ı poněkud obecněǰśı definice pravé
(resp. levé) regulárńı gramatiky, kde jsou povolena pravidla následuj́ıćıch
tvar̊u:

A → wB (resp. A → Bw)

A → w

kde A,B ∈ Π, w ∈ Σ
∗
.

Taková pravidla je možné snadno
”
rozložit“ na pravidla odpov́ıdaj́ı ďŕıve

uvedené definici.

Př́ıklad: Pravidlo A → abbB je možno nahradit pravidly

A → aX1 X1 → bX2 X2 → bB

kde X1, X2 jsou nové neterminály nepoužité nikde jinde v gramatice.
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Regulárńı gramatiky

Tvrzeńı

Ke každému regulárńımu jazyku L existuje levá regulárńı gramatika G
taková, že L(G) = L, a pravá regulárńı gramatika G

′
taková, že L(G

′
) = L.

Tvrzeńı

Ke každé regulárńı gramatice G existuje konečný automat A takový, že
L(A) = L(G).
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