Ptiklady analyzy slozitosti algoritmu

(a pfiklady technik pouZivanych p¥i ndvrhu efektivnich algoritmi)
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SloZitost algoritm{i

Orientadni typické hodnoty velikosti vstupu n, pro které algoritmus
s danou &asovou sloZitosti jesté vétsinou zvladne na ,,b&Zném PC" spoditat
vysledek ve zlomku sekundy nebo maximalné v ¥adu sekund.

(Zavisi to samozfejm& vyrazn& na konkrétnich detailech. Navic se zde
predpoklada, Ze v asymptotické notaci nejsou skryty né&jaké velké
konstanty.)

O(n) O(nlogn) O(nz) O(n3)
1000000-100000000 100000-1000000 1000-10000 100-1000

20(n) o(n!)
20-30 10-15

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025




SloZitost algoritm{i

P¥i pouZivani asymptotickych odhad( ¢asové sloZitosti algoritm{ bychom
si méli byt védomi nékterych dskali:
o Asyptotické odhady se tykaji pouze toho, jak roste &as s rostouci
velikosti vstupu.

o Nefikaji nic o konkrétni dobé vypoltu. V asymptotické notaci mohou
byt skryty velké konstanty.

@ Algoritmus, ktery ma lepsi asymptotickou ¢asovou sloZitost nez
néjaky jiny algoritmus, miZe byt ve skute¢nosti rychlejsi az pro né&jaké
hodné velké vstupy.

@ Vétsinou analyzujeme sloZitost v nejhor$im p¥ipadé. Pro nékteré
algoritmy mize byt doba vypo&tu v nejhor§im p¥ipadé mnohem vétsi
nez doba vypoltu na ,typickych” instancich.
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SloZitost algoritm{i

@ MiiZeme si to ilustrovat na algoritmech pro t¥idéni.
Algoritmus ‘ Nejhorsi p¥ipad ‘ Primérny pfipad

Bubblesort @(nz) @(n2)
Heapsort ©(nlogn) ©(nlogn)
Quicksort o(n?) ©(nlogn)

@ Quicksort ma horsi asymptotickou sloZitost v nejhorsim p¥ipadé nez
Heapsort, stejnou asymptotickou sloZitost v primérném p¥ipadé a
pfesto je v praxi nejrychlejsi.
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SloZitost algoritm{i

Polynom — funkce tvaru
k k=1 2
agn + akg_1n + - +an +an+qg

kde ag, a1, . . ., 3k jsou konstanty.

P¥iklady polynomd:

3—2n2+8n+13 2n+1 nt%

Funkce f je polynomialni, jestliZe je shora omezena nejakzm polynomem,
tj. jestlize existuje n&jaka konstanta k takovd, Ze f € O(n

Polynomidlni jsou nap¥iklad funkce, které pat¥i do nasledujicich t¥id:
O(n)  O(nlogn) ~ O(n*)  O(r°)  O(yn)  O(n'*®)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025 5/73



SloZitost algoritm{i

Funkce jako 2" nebo n! polynomialni nejsou — pro libovolné& velkou
konstantu k plati

2" e Q(nk) nl € Q(nk)

Polynomialni algoritmus — algoritmus, jehoZ ¢asova sloZitost je
polynomidlni (tj. shora omezena n&jakym polynomem)

Zhruba se da ¥ict, Ze:
@ polynomidlni algoritmy jsou efektivni algoritmy, které se daji prakticky
pouZit i pro relativné velké vstupy
@ algoritmy, které polynomidlni nejsou, se daji pouZzit jen pro pomérné
malé vstupy
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SloZitost algoritm{i

Rozdéleni na polynomidlni a nepolynomialni algoritmy je velmi hrubé —
nelze kategoricky tvrdit, Ze polynomidlni algoritmy jsou vZdy prakticky
pouzitelné a nepolynomidlni naopak nikdy nejsou:

@ algoritmus se sloZitosti @(nloo) pravdépodobné p¥ili§ prakticky
pouZitelny nebude,

@ nékteré algoritmy, které nejsou polynomialni, mohou fungovat
efektivné pro velkou &3ast vstupl, a sloZitost vét$i nez polynomidini
maji jen kvili nékterym problematickym vstupim, na kterych miZe
vypocet trvat velmi dlouhou dobu.

Poznamka: Polynomialni algoritmy, kde by konstanta v exponentu bylo

< L4 - N - N 100 i
n&jaké velké &islo (nap¥. algoritmy se sloZitosti ©(n" ")), se p¥i FeSeni
béznych algoritmickych problémi prakticky nevyskytuji.
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SloZitost algoritm{i

Pro vétSinu béznych algoritmickych problémi nastdva jedna ze t¥i
mozZnosti:

o Je znim polynomidlni algoritmus se sloZitosti O(n*), kde k je n&jaké
velmi malé &islo (nap¥. 5 a Cast&ji tfeba 3 a méng).

@ Neni znam zadny polynomidlni algoritmus a nejlepsi znamé algoritmy
maji sloZitosti jako tfeba 26("), ©(n!) nebo n&jaké jestd vitsi.
V nékterych p¥ipadech miZe byt zndm i dikaz, Ze pro dany problém
Zadny polynomidlni algoritmus neexistuje (tj. neda se vytvofit).

e Neni znam Zadny algoritmus, ktery ¥esi dany problém (a p¥ipadné je i
dokazéno, Ze zadny takovy algoritmus neexistuje).
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SloZitost algoritm{i

Typicky ptiklad polynomialniho algoritmu — nasobeni matic s ¢asovou
sloZitosti ©(n°) a pamétovou sloZitosti ©(n?):

Algoritmus: Nasobeni matic

MATRIX-MuULT (A, B, C, n):
for i :=1to ndo
for j:=1to ndo
x:=0
for k:=1 to ndo
| x = x+ ALi][k] * B[K][/]
Clillj]:=x
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SloZitost algoritm{i

@ P¥i hrubé analyze sloZitosti &asto stadi spoditat polet do sebe
vnofenych smyéek — a tento polet pak udava stupeii polynomu

Pt¥iklad: T¥i vnofené cykly p¥i ndsobeni matic — &asova sloZitost
algoritmu je O(n*).

Pokud neprobihaji vSechny smycky nap¥f. od 0 do n, ale pocet
prachodi vnitfnimi smy¢kami se p¥i rliznych iteracich vnéjsi smy¢ky
méni, podrobné&jsi analyza mize byt komplikovangjsi.

Vétsinou to pak vede na poditani souétd riznych typt &iselnych Fad
(nap¥. aritmetické, geometrické, apod.).

Casto d3 takovd podrobn&jéi analyza podobny vysledek jako hrubd

analyza, mnohdy viak mize byt sloZitost zjisténa touto podrobnéjsi
analyzou podstatné nizsi nez by vyplyvalo z hrubého odhadu.
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Aritmetickd posloupnost

Aritmeticka posloupnost — ¢&iselna ¥ada ag, aj, ..., a,—1, kde
aj=ag+i-d,

kde d je néjaka konstanta nezavistld na i.

V aritmetické posloupnosti tedy pro v8echna i plati a;+; = a; + d.
P¥iklad: Aritmetickd posloupnost, kde ag =1, d =1 a n = 100:

1,2,3,4,5 6, ...,96, 97, 98, 99, 100

Soucet aritmetické posloupnosti:

n—1

1
ZQ,’ = gygtayt+--+tap-1 = in(a0+a,,_1)
i=0
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Aritmetickd posloupnost

Ptiklad:

1
1+2+--+n = in(n+1) = zn +3n = 9(”2)

Konkrétné naptiklad pro n = 100 je

1+2+--+100 = 50-101 = 5050.
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Aritmetickd posloupnost

Dikaz: Oznaéme

2s s+s

(ag+ap+--+apq)+ (ag+ar+-+ap1)

(a0 +ay+ - +ap1) + (ap-1 + ap-2 + -+ + ao)

(ag + ap-1) + (a1 + an—2) + ++* + (ap-1 + ao)

((ag +0-d) + (ag + (n—1)-d)) + ((ap + 1:d) + (ag + (n—2)-d)) +
-+ ((ag+ (n—=1)-d) + (ag + 0:d))

n-(ag+ag+(n—1)d)

n-(ag+am-1)
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Aritmetickd posloupnost

Priklad: s = 1 +2+3+---+99+ 100

2s = s+s
= (142+--4100) + (1+2+ -+ 100)
= (14+2+--+100) + (100 + 99 + --- + 1)
= (14+100)+ (2+99) + (3+98) + -+ + (99 +2) + (100 + 1)
= 100 - (1 + 100) = 10100

Takze 1
s =5 - 10100 = 5050
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Geometricka posloupnost

Geometrickd posloupnost — &iselnd fada ag, a1, . . ., a,, kde
i
ai=a-q,
kde g je n&jakd konstanta nezavistld na /.
V geometrické posloupnosti tedy pro vSechna i plati a;+1 = a; * q.

P¥iklad: Geometrickad posloupnost, kde ag =1, g=2a n=14:

1,2, 4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384

Soutet geometrické posloupnosti (kde g # 1):
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Geometricka posloupnost

Ptiklad:
) . qn+1_1
l1+g+q ++-+qg = -1
Specialn& pro g = 2:
1 2 3 n 2n+1_1 n n
1+2 +2°+27 4+ 42" = —— =2:2"-1 = 9(2")

2-1

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025



Geometricka posloupnost

Dikaz: Oznaéme

n

s = ZB,‘ = gygta+--+a,
i=0

0 1
S =a-q tay-q +~~~+ao-q"

0 1
s+q=(a-qg+a-q+-+a-q)q
=ao.q1+ao.q2+...+ao.qn+l
n+1 0
s'q—s =a-q —a-q
+1
s-(g=1) = ag- (¢ -1)
B qn+1_1
S = 4o q—].

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025




SloZitost algoritm{i

Exponencialni funkce: funkce tvaru ¢”, kde ¢ je konstanta —
nap¥. funkce 2"

Logaritmus — inverzni funkce k exponencialni funkci: pro dané n je
log. n

takova hodnota x, ¥e ¢ = n.
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SloZitost algoritm{i

S

N
El

S

[log, n] n log, n
0 1 0 — 1 0
1 2 1 0 2 1
2 4 2 1 4 2
3 8 3 2 8 3
4 16 4 2 16 4
5 32 5 3 32 5
6 64 6 3 64 6
7 128 7 3 128 7
8 256 8 3 256 8
9 512 9 4 512 9
10 1024 10 4 1024 10
11 2048 11 4 2048 11
12 4096 12 4 4096 12
13 8192 13 4 8192 13
14 16384 14 4 16384 14
15 32768 15 4 32768 15
16 65536 16 4 65536 16
17 | 131072 17 5 131072 17
18 | 262144 18 5 262144 18
19 | 524288 19 5 524288 19
20 | 1048576 20 5 1048576 20
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SloZitost algoritm{i

Pt¥iklady toho, kde se p¥i analyze algoritmi objevuji exponencidlni funkce
a logaritmy:

@ Né&jaka hodnota se opakované& zmensuje na polovinu nebo naopak
zdvojndsobuje.

Nap¥iklad u binarniho vyhledavani (metodou puleni intervalu) se
s kazdou iteraci cyklu zmen3uje velikost intervalu na polovinu.
Predpoklddejme, Ze pole ma velikost n.

Jakd je minimalni velikost pole n, p¥i které se provede alespori
k iteraci?

Odpovid: 2°
Plati tedy k = log,(n). Casova slo¥itost algoritmu je pak ©(log n).
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SloZitost algoritm{i

e Pomoci n bitii je mo¥no reprezentovat &isla od 0 do 2" — 1.

@ Minimalni pocet bitl potfebnych pro uloZeni p¥irozeného &isla x
reprezentovaného binarné je

[logs(x + 1)].

R - [ Ah+l .
@ Dokonale vyvazeny bindrni strom o vySce h ma 2"~ — 1 vrchold,
vy b .
z ¢ehoz 2" jsou listy.

@ Dokonale vyvaZeny bindrni strom o n vrcholech ma vysku zhruba
log, n.

[lustra¢ni p¥iklad: Kdybychom nakreslili vyvaZeny strom

o n = 1000000 vrcholech tak, aby sousedni vrcholy byly vzdéleny
o 1cm a vyska kazdé vrstvy byla také 1cm, mél by tento strom na
$itku 10 km a na vySku zhruba 20 cm.
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SloZitost algoritm{i

Dokonale vyvaZzeny binarni strom vysky h:
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SloZitost algoritm{i

Dokonale vyvaZzeny binarni strom vysky h:
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SloZitost algoritm{i

Efektivni uloZeni Gplného bindrniho stromu v poli:

’1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025



SloZitost algoritm{i

Efektivni uloZeni Gplného bindrniho stromu v poli:

’1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘

Potomci vrcholu s indexem / maji indexy 2/ a 2/ + 1.
Rodi¢ vrcholu s indexem i ma index [i/2].
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SloZitost algoritm{i

Halda (heap) — uplny binarni strom uloZeny v poli A vy%e uvedenym
zplsobem, kde navic pro kazdé i = 1,2,..., n plati:

e pokud 2/ < n, pak A[i] = A[2i]
e pokud 2/ + 1 = n, pak A[i] = A[2i + 1]

P¥iklady vyuZiti haldy:
o tridici algoritmus HeapSort

o efektivni implementace prioritni fronty — umoZiiuje provadét vétsinu
operaci na této front& s &asovou sloZitosti v O(log n), kde n je potet
prvki ve front&
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SloZitost algoritm{i

Algoritmus: Vytvoreni haldy z nesetfidéného pole

CREATE-HEAP (A, n):

i:=|n/2]
while / 2 1 do
ji=i

x = A[J]

while 2 ¥ j < n do

k:=2%j
if k+1<nand Ak + 1] < A[k] then
| ki=k+1

if x < A[k] then break

A[j] = A[K]

| Ji=k
Al = x
i=i-1
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SloZitost algoritm{i

Casova slozitost algoritmu CREATE-HEAP:

@ Rychlou a hrubou analyzou lehce zjistime, Ze tato sloZitost je
v O(nlogn) av Q(n):

o Vn&j&i cyklus se provede vidy | n/2] krdt — potet priichodl je tedy
v ©(n).

o Potet priichodl vnitfnim cyklem v rdmci jedné iterace vnéjsiho cyklu je
otividn& v O(log n).

@ Daleko méné zfejmé je, Ze celkovy pocet priichodl vnitfnim cyklem

(tj. dohromady ptes v3echny iterace vn&jsiho cyklu) je ve skutetnosti

v O(n).
Celkové tedy dostavame:
Casova slozitost algoritmu CREATE-HEAP je v ©(n).
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SloZitost algoritm{i

Zdiivodnéni toho, prot je potet priichodii vnitinim cyklem v O(n):

P¥edpokladejme pro jednoduchost, Ze v8echny vétve stromu jsou stejné
dlouhé a maji délku h — plati tedy n = 2" — 1.

Oznalme C;, kde 0 < j < h, celkovy pocet prichodl vniténim cyklem, kdy
je na zadatku cyklu hodnota j v i-té vrstv& stromu (vrstvy jsou &islovény
odshora 0,1,2,...).

Zjevné je celkovy pocet priichodi s dan vztahem
s = C1+Coot-+(G = ZC,

Hodnotu C; spotitame jako celkovy polet vrcholl ve vstvach 0,1,...,1:

i i+1
2 -1 ;
G =2+ + 4 Z ST =%
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SloZitost algoritm{i

Celkovy soulet pak spoditdme nasledovné:

h-1 h-1 h-1 h-1
s=) G=)@"-1)=2:(32)-()1)
i=0 i=0 i=0 i=0
h_
_p.2 1 h=2""—2-h=n-1-h=0(n)
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Rekurzivni algoritmy

Rekurzivni algoritmus je algoritmus, ktery prevede feSeni plivodniho
problému na FeSeni nékolika podobnych problémd pro mensi instance.

Obecné schéma rekurzivnich algoritmd:
@ Pokud se jednd o elementdrni p¥ipad, vy¥e$ ho pfimo a vrat vysledek.
@ V opalném pfipadé vytvo¥ instance podproblémi.
@ Zavolej sam sebe pro kazdou z téchto instanci.

o Z vysledkil pro jednotlivé podproblémy sloz ¥eSeni plvodniho
problému a vrat ho jako vysledek.

Poznamka: Instance podproblémi musi vzdy byt v né&jakém smyslu mensi
neZ instance plvodniho problému. Casto (ne viak vzdy) se zmen3uje
velikost instance.
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Hanojské véze

Ukol: Premistit disky z A na B, p¥icemy:
@ V jednom okamZiku je mozné presouvat jen jeden disk.

@ Neni dovaleno poloZit vétsi disk na mensi.
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Hanojské véze
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Hanojské véze

n=2:
n=1 A= C
A—-B A—-B
C—-B
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Hanojské véze

n=2:
n=1 A= C
A—-B A—-B
C—-B
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Hanojské véze

n=4:

A-C

A- B

C-B

A-C

A—- B B- A

=2: A-C B—C

n=1: A-C B—C A-C
A- B A—- B A—- B A- B
C—-B C—A C—-B

C-B C-A

A—- B B— A

C-B
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Hanojské véze
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Hanojské véze

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025



Hanojské véze
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Hanojské véze
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Hanojské véze

Algoritmus: Hanojské véze

HaNo1 (n, src, dst, tmp):
if n =0 then return
HaNo1 (n — 1, src, tmp, dst)
print (src, “—", dst)
HaNo1 (n— 1, tmp, dst, src)

MAIN (n):
L Hanot (n, “A”, “B", “C")
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Hanojské véze

Oznaéme P(n) polet tahii, které provede algoritmus pro n diskil.

Tvrzeni
P(n)=2"-1.

Dukaz:
e Pron=0:P(n)=0=2"-1
e Pro n > 0: Predpokladéme, ¥e P(n—1) =2" ' —1.

P(n) = 2P(n—-1)+1=
= 202"t -1)+1=
= 2.2"_241=
= 2"-1
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Hanojské véze

Pro ptesun n diskii je tfeba minimaln& 2" — 1 tahi.

Dukaz:
Indukei.

Uvedeny algoritmus nalezne tedy optimalni FeSeni.

Poznamka

Otazka: Jak dlouho by trvalo p¥esunuti 64 diskil, pokud by pfesunuti
jednoho disku trvalo 1s7?
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Hanojské véze

Pro ptesun n diskii je tfeba minimaln& 2" — 1 tahi.

Dukaz:
Indukei.

Uvedeny algoritmus nalezne tedy optimalni FeSeni.

Poznamka

Otazka: Jak dlouho by trvalo p¥esunuti 64 diskil, pokud by pfesunuti
jednoho disku trvalo 1s7?

Odpovéd: 18446744073709551615s, tj. asi 585 miliard let.
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Rekurzivni algoritmy

Vypocet rekurzivniho algoritmu je mozné znazornit jako strom:
@ vrcholy stromu odpovidaji jednotlivym podproblém(im
@ koten je pivodni problém

@ potomci vrcholu odpovidaji podproblémiim daného problému
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P¥istup, kdy do rekurzivnim algoritmu doplnime néjaké vhodné testy, které
zplsobf, Ze se rekurzivni procedura nebude volat pro nékteré podproblémy,
u kterych je jisté, Ze jejich vyfeSeni nepovede k FeSeni celého problému, se
nazyvd pruning.

Cim vice vétvi stromu timto zplsobem odstranime, tim Iépe.
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Problém osmi dam

Problém: Najit v8echny moZnosti, jak rozmistit n dam na 3achovnici
velikosti n X n tak, aby se 7zadné dvé damy navzidjem
neohroZovaly.
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Problém osmi dam

Jedno z moZnych FeSeni.
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Problém osmi dam

Vstupem je &islo n.

Algoritmus bude pouZivat nasledujici pole:

@ Y —sindexy 0..n—1, hodnota Y[i] uddva pro ddmu ve sloupci i
&islo ¥adku, na kterém se nachazi

@ A—sindexy 0..n—1, booleovska hodnota A[j] udava, jestli je
tadek j obsazeny

@ B—sindexy 0..2n -2, booleovskd hodnota B[ k] udav4, jestli je
diagondla k ve sméru ~ obsazend

e C—sindexy —(n—1).. +(n—1), booleovskd hodnota C[k]
udava, jestli je diagondla k ve sméru N obsazena

Prohled4vani se spusti zavolanim SEARCH (0).

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025



Problém osmi dam

Algoritmus: Rozmisténi n dam na Sachovnici

SEACH (k):

if kK = n then
PRINT-SOLUTION ()
return

fori:=0ton—1do
b= k4 iyi=k—i
if =A[i] and =B[i»] and —=C[i3] then
Y[k]:=i
A[i] := TrUE; B[] := TRUE; C[i3] := TRUE
SEARCH (k + 1)
A[i] := FALSE; B[ib] := FALSE; C[i3] := FALSE
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Problém osmi dam

01 2 3 0 2 3
0/0]1]2]3 0|0 213
1112|334 1-1/0]1|2
21213415 21-2|-1]0]1
3|3]4|5]|6 3|=3]-2|-1]0

Xty X=y
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Rekurzivni algoritmy

@ Uvedeny algoritmus pro rozmisténi n dam na Sachovnici je p¥ikladem
prohledavani s navratem (backtracking).

o | pfi pouZiti pruningu m3a tento typ algoritm{ vétSinou exponencialni
sloZitost.

@ Obecné& rekurzivni algoritmy, které prevadi ¥eSeni problému velikosti n
na dva nebo vice problémi velikosti n — 1, mivaji vétSinou
exponencialni sloZitost.

@ Pokud rekurzivni algoritmus prevadi feSeni problému velikosti n na
Yegeni problémi velikosti n/2, sloZitost miize byt (a Zasto byvd)
polynomialni.

Tento postup miZe né&kdy vést k feSenim, kterd mohou byt
efektivnéjsi nez n&jaké p¥imolaré ¥eseni.
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krok.
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.
Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= [10]
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.
Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= [10]11]
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.
Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= [10]11]34]
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= 10[11]34]42]
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= 10[11]34]42]53]
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krok.

= [10[11]34]42[53]58]61]67]
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SloZitost algoritm{i

Algoritmus: Merge sort

MERGE-SORT (A, p, r):
if r—p>1then
g:=[(p+r)/2]
MERGE-SORT(A, p, q)
MERGE-SORT(A, g, r)
MERGE(A, p, g, r)

Pro set¥idéni pole A, které obsahuje prvky A[0], A[1],--+, A[n—1],
zavoldme MERGE-SORT(A, 0, n).

Poznamka: Procedura MERGE(A, p, q, r) spoji set¥idéné posloupnosti
ulozené v A[p..g—1] a Alg..r—1] do jedné posloupnosti ulozené
vAlp..r—1].

13. dubna 2025
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SloZitost algoritm{i

Vstup: 58, 42, 34, 61, 67, 10, 53, 11

|10 11 34 42 53 58 61 67|

— T~

|34 42 58 61| 10 11 53 67|
/ X / X
|42 58| 134 61] 10 67| (11 53]

P N . U . U . ¢

Strom rekurzivnich voldni ma ©(log n) drovni. Na kaZdé Grovni se provede
©(n) operaci. Casova sloZitost algoritmu MERGE-SORT je ©(nlogn).

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025 46 /73



The master theorem

Master theorem
P¥edpoklddejme, e a = 1 a b > 1 jsou konstanty, e f(n) je funkce a %e
funkce T(n) je definovdna rekurentnim predpisem

T(n) = a-T(n/b)+ f(n)
(kde n/b miZe byt bud | n/b| nebo [n/b]). Pak plati:
@ Pokud f(n) € O(n'*%°~°) pro n&jakou konstantu e > 0, pak
T(n) = @(nlogba).
@ Pokud f(n) € @(nlogba), pak T(n) = @(nlogbalog n).

@ Pokud f(n) € Q(n'*% ) pro n&jakou konstantu ¢ > 0 a pokud
a-f(n/b) = c-f(n) pro n&akou konstantu ¢ < 1 a viechna
dostate¢n& velka n, pak T(n) = ©(f(n)).
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The master theorem

Master theorem je mozné pouZit pro analyzu sloZitosti libovolného
rekurzivniho algoritmu, kde:

° Iv?eéem'jednoho podproblému velikosti n, kde n > 1, se pfevede na
Yegeni a podproblémii, z nich? kazdy ma velikost n/b.

@ Doba, ktera stravi feSenim jednoho podproblému velikosti n,
nepoditaje v to dobu, kterd se stravi v rekurzivnich volanich, je uréena
funkei f(n).

P¥iklad: Algoritmus MERGE-SORT: a = 2, b =2, f(n) € ©(n)

(v rdmci jednoho voldni — dva podproblémy, kaZdy velikosti n/2, spojeni
dvou set¥id&nych sekvenci v ¢ase ©(n))

Plati f(n) € ©(n'°%?) = ©(n), takze

T(n) € ©(n'%?log n) = ©(nlog n).
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The master theorem

P¥iklad: Nésobeni ¢tvercovych matic A a B velikosti n X n rekurzivnim
zplisobem:

Pro n = 1 se vysledek spocita p¥imo.

Pro n > 1 se kazda z matic A a B rozloZi na ¢tyfi podmatice

velikosti (n/2) x (n/2).

Vysledek se posklddd pomoci s¢itdni a ndsobeni téchto osmi mensich
matic. Pro ndsobeni téchto mensich matic se funkce zavola rekurzivné.

P¥imotary zpiisob vyZaduje 8 ndsobeni matic velikosti (n/2) x (n/2).
Mame tedy a =8, b =2, f(n) € ©(n?).

Plati f(n) € O(nlogb 7)), protoze n’ e O(nIog2 8_6) = O(n3_e) plati
napt. pro € = 1.

Takze T(n) € @(nlogba) = @(nIOgZS) = @(n3).

Tento postup tedy neni lepsi neZ standardni jednoduchy algoritmus pro
nasobeni matic.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025 49 /73



The master theorem

Existuje v8ak chytry zpisob, jak vySe uvedené provést komplikovanéjsim
zplsobem tak, Ze v rdmci jednoho rekurzivniho voldni posta&i rekurzivné
volat funkci 7 krat

(za cenu vétdiho pottu s¢itani a odiitdni).

Jedna se o tzv. Strasseniiv algoritmus.
Zdejea=7 b=2af(n)€0(n).

Opét plati f(n) € O(n'% ™), protoze n* € O(n'°82"™%) plati
napt. pro € = 0.5.
(log, 7 je pFiblizng 2.80735)

Tak¥e T(n) € ©(n'%?) = ©(n'%7) a tedy T(n) € O(n*®").
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The master theorem

Duakaz master theoremu:

Pro jednoduchost se omezime jen na p¥ipady, kdy f(n) = n“ pro n&jakou
konstantu ¢ > 0.

Rovné&? pro jednoduchost predpoklddejme, Ze n je mocninou &isla b, at
nemusime ¥esit zaokrouhlovani.

P¥edstavme si strom rekurzivnich volani pro instanci velikosti n:

o Vyska stromu je log, n.

y . . 0 .1 |
e Potty vrcholii na jednotlivych drovnich jsou a , a*, ..., a =*"

o Cas, ktery se stravi v jednom vrcholu na drovni i je

(3)-(2)
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The master theorem

Plati tedy
logy, n logp, n
. n . n C
T(n) = a'*f(—.)= a'°(—.) =

Oznaéme g = a/b°. Je tieba rozlisit t¥i p¥ipady:
e g >1—tj. kdyZ plati a > b, neboli ¢ < log, a
e g =1—1tj. kdyZ plati a = b, neboli ¢ = log, a

e g <1 —tj. kdyZ plati a < b, neboli ¢ > log, a

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky
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The master theorem

P¥ipad g > 1 — tj. kdy# plati a > b, neboli ¢ < log,, a:

log, n i logp n+1 _ 1
T(n) = nc, Z (%) = nC,qu = e(nC,qbgbn)
i=0

c _logyn _ ¢ a \logsn _ < Iogb(—bac)
n -q = . F = *n
c log,, a—log, (b° c+log, a—c log, a
=n°-n €b g5(b°) = n Eb = n €b

Plati tedy T(n) € ©(n'*®?).

Poznamka: Pocet listd stromi (tj. podproblémi velikosti 1)
. _logyn _ logya

je a =n :

Vétsina Casu se tedy travi feSenim téchto elementarnich p¥ipadi.
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The master theorem

P¥ipad g = 1 — tj. kdy# plati a = b, neboli ¢ = log,, a:

logp, n 2\ logy, n
T(n) = 0% ) (ge) = n) 1= n"(logyn+1) € O(n*logn)
i=0 i=0

< ¥ 14 ¥ <. Ly logy, a
Poznamka: V kazdé vrstvé stromu se stravi zhruba stejny ¢as ©(n°%07).

Vrstev je celkem ©(log n).
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The master theorem

P¥ipad g < 1 — tj. kdy# plati a < b, neboli ¢ > log,, a:

logy, n 2\ ) 2\ 1
T(n)=n'Z(F) <n'Z(F) =n~1_qEO(n)
i=0 i=0

protoZe pro g, kde 0 < g < 1, plati
%) z+1
; -1 1
! = | = =
Yo = m Y d = T -

Zjevné plati T(n) € Q(n“) (protoZe uz v samotném koFeni se stravi
gas ©(n°)), takze celkové plati T(n) € ©(n°).

Poznamka: Vétsina Casu se v tomto pFipadé stravi v kofeni stromu.
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Dynamické programovani

Definice

Slovo v = aja;...a, nad abecedou ¥ (kde v3echna a; € ¥) je
, * . Y . ., *
podsekvenci slova w € Y7, jestlize existuji slova ug, Uy, ...,u, € X

takovd, Ze
W = Ugay Uy ayup -+ Uy—1adpUp

P¥iklad: Slovo bcba je podsekvenci slova abcbdcab.

Nejdelsi spole¢na podsekvence (longest common subsequence)
slov u a v je nejdeldi slovo w, které je podsekvenci slova u a zaroveii
podsekvenci slova v.

Ptiklad: Nejdelsi spole¢nou podsekvenci slov abcbdab a bdcaba je
slovo bcba.

Poznamka: Nejdelsi spole¢nad podsekvence vZdy existuje, ale ne vzdy je
déana jednozna&né — napf. pro aaabb a bbbaa je to aa i bb.
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Dynamické programovani

Problém: Nejdel$i spole¢na podsekvence

Vstup: Slova v a v nad abecedou Y.

Vystup: Nejdelsi slovo w, které je podsekvenci slova u a zaroven
podsekvenci slova v.

P¥edpokladejme, Ze:

@ slova u a v jsou uloZena v polich A a B indexovanych od jedné

@ hodnoty m a n udavaji délku slov v a v

Tj. pokud u = ajar---a,, a v = by1by-++b,, tak:

e prvky A[1], A[2],..., Al m] obsahuji symboly aj, as,...,am
e prvky B[1],B[2],..., B[ n] obsahuji symboly by, by, ..., b,
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Dynamické programovani

Zamé&Fme se nejprve na problém, zjistit pro dana slova u a v, jaka je délka
jejich nejdelsi spole¢né podsekvence.

MiiZeme ¥esit rekurzivné podproblémy nésledujiciho typu:

@ Lcs-LEN (i,j) — prodanéiaj, kdeO<i<ma0=<j<n, vrati
délku nejdel3i spole¢né podsekvence prefixu slova u délky i a prefixu
slova v délky j.

Tj. Les-LEN (i, ) vrati délku nejdel¥i spole¢né podsekvence slov
uloZenych v

AL AL2],... A[i] a  B[1],B[2]....,B[j]

Délku nejdelsi spole¢né podsekvence slov u a v pak miiZeme zjistit pomoci
LCS-LEN (m, n).
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Dynamické programovani

Rekurzivni feSeni:

0 pokud i = 0 nebo j =0
Les-LEN(i—1,j—1)+1 pokud A[i] = B[/]
max(Lcs-LEN (i — 1, j),

Lcs-LEN (i, j — 1) pokud A[i] # B[/]

LCS-LEN (/, j) =
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Dynamické programovani

Rekurzivni feSeni:

0 pokud i = 0 nebo j =0
Les-LEN(i—1,j—1)+1 pokud A[i] = B[/]
max(Lcs-LEN (i — 1, j),

Lcs-LEN (i, j — 1) pokud A[i] # B[/]

LCS-LEN (/, j) =

Toto ¥eSeni ma ocividné exponencialni ¢asovou sloZitost.

Ve skuteénosti potfebujeme Yeit jen (m + 1) - (n+ 1) riiznych
podproblémi (protoze i € {0,1,...,m} aj€{0,1,...,n}).

Vysledky YeSeni jednotlivych podproblémi si mizeme ukladat do tabulky
a nemusime je FeSit opakované.
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Dynamické programovani

Algoritmus: Nalezeni nejdelsi spole¢né podsekvence — vyplnéni tabulky

Lcs-comp (A, m, B, n):

for i := 0 to mdo C[i][0] :=

for j:=1to ndo C[0][j]:=

for i :=1to mdo

for j:=1to ndo

if A[i]= B[] then

| C[illj]:=Cli-1]j-1]+1; D[i][j]:= “~"

else
Cli—1][j] = C[i][j — 1] then
‘I Clilly]:= cli-1][j); D[iI[j]:= “1"
| il := clillj - 1] DLAL] = “

SloZitost algoritmu je O(m - n).
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Dynamické programovani

J 0 1 2 3 4 5 6
i b d c a b a
0 0 ol o| o] o
. T 1] 1]~ N
ol o o] of 1]«1] 1
N 1 N
2 bl ol el a1 1| 2|2
s ¢ T TN T 1
ol 1| 1| 2|e2| 2
. b N T T TN
ol 1| 1| 2| 2| 3|3
s d TN T T T 1
ol 1| 2| 2| 2| 3| 3
6 2 T 1 TN TN
ol 1| 2| 2| 3| 3
2 b N T T TN 1
ol 1| 2| 2| 3| 3
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ynamické programovani

Dynamické programovani:

@ Pokud mame rekurzivni YeSeni, kde se opakované mnohokrat ¥esi
stejné instance podproblémd, je vhodné ukladat YeSeni podproblémd
do né&jaké datové struktury.

@ Jedna moZnost je ponechat rekurzivni ¥eSeni a znadit si, které
podproblémy jiz byly vyfeSeny.

v 7 v

@ Jind moZnost je systematické FeSeni v8ech podproblémi ve vhodném
poradi (od nejmensich po nejvétsi).

P¥i YeSeni daného podproblému jsou rekurzivni volani nahrazena
prectenim jiz d¥ive uloZenych FeSeni.
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Reprezentace grafil

1[ 3=
- f 2| 1]
eprezentace grafu: ]
3| L[5
4| —=2]/]
5| —4l/]
(@ (2) (3) 6| 6]/
1 2 3 4 5 6
1/0 1. 0 1 0 O
o e e 2/0 0 0 0 1 0
3o 0o 00 1 1
40 1.0 0 0 O
50 0 0 1 0 O
6|0 0 0 0 0 1
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Reprezentace grafil

Reprezentace grafu:

ga b~ W N P

BE
SNESOESEEsOX
BESDY

2] s 3]/]

el ] 2]/
1 2 3 4 5
1o 1 0 0 1
210 1 1 1
3o 1.0 1 0
40 1 1 0 1
5/1 1 0 1 0

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Minimalni kostra grafu

Kostra grafu — souvisly podgraf grafu, ktery obsahuje v8echny vrcholy
a neobsahuje Zadné cykly
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Minimalni kostra grafu

Kostra grafu — souvisly podgraf grafu, ktery obsahuje v8echny vrcholy
a neobsahuje Zadné cykly
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Minimalni kostra grafu

UvaZujme neorientovany graf G = (V, E), kde navic mdme dény vihy
hran, tj. funkci w : E — R, pfifazujici kazdé hrané jeji vahu.

Pokud T je podmnoZina hran (tj. T € E), miZeme funkci w rozsifit na

tuto podmnoZinu:
w(T) =) w(e)
eeT

Kostra grafu G je ddna takovou mnozinou hran T (kde T ¢ E), ktera
spliiuje to, Ze graf (V, T) je souvisly a neobsahuje #adny cyklus.

Minimalni kostra T je takova kostra grafu G, kde pro libovolnou jinou

kostru grafu T plati
w(T) = w(T)
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Minimalni kostra grafu

Problém: Minimalni kostra grafu

Vstup: Souvisly neorientovany graf G = (V, E) s ohodnocenim
hran w : E = R,.

Vystup: Nékterda minimalni kostra grafu G.

Algoritmus, ktery by systematicky zkou$el v8echny moZné kostry, ma
oclividné exponencialni sloZitost.

Efektivni algoritmy pro tento problém jsou zaloZeny na tzv. greedy
(hltavém, hladovém) FeZeni:

@ na zdkladé néjakého lokdlniho kritéria vybrat z mnoha moZnosti jen
jednu a nezkouset vSechny moZnosti

— z mnoha hran, které je mozné do kostry pFidat, vybrat vzdy hranu
s co nejmensi vahou, kterd nevytvofi cyklus, a tu pfidat

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 13. dubna 2025




Minimalni kostra grafu

Kruskaltv algoritmus:
o Setfidit hrany podle vdhy od nejmensi po nejvétsi.
e [:=0
@ Probirat hrany v daném setfidéném poradi.

Pro kazdou hranu e otestovat, zda jejim p¥idanim do T nevznikne
cyklus, pokud ne, nastavit

T:=Tu{e}
o Vratit T jako vysledek.

Vypocletni sloZitost zavisi na tom, jak je konkrétné implementovano
testovani toho, Ze nevznikne cyklus:

e P¥imotaré Yedeni m4 slozitost O(n - m).

e Existuje efektivni ¥eSeni se sloZitosti O(mlogn).
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Minimalni kostra grafu

7 vz s 7

U greedy algoritmii je obecné& vétSinou neslozitéjsi ¢asti navrhu algoritmu

dikaz korektnosti — zdiivodnéni toho lokdlné optimalni volby skute&né
vzdy vedou ke globdln& optimalnimu ¥eSeni.

U Kruskalova algoritmu miZe byt dlikaz zaloZen na tom, Ze se udrzuje
ndsledujici invariant:

Aktudlni mnoZina T je podmnoZinou hran n&jaké minimalni kostry Tj.
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Minimalni kostra grafu

o Reknéme, Ze T je podmnoZinou minimalni kostry Tg, a algoritmus
v ndsledujicim kroku p¥id4 hranu e takovou, 2e T U {e} neni
podmnoZinou hran Zadné minimalni kostry.

@ P¥idanim hrany e do Ty vznikne cyklus.

Tento cyklus musi obsahovat n&jakou hranu e takovou, ¥e €' ¢T

(jinak by pfidanim e do T vznikl cyklus).
Navic musi platit w(e) < w(e') (jinak by algoritmus nevybral
hranu e).
e Mnozina Tg = (To — {€'}) U {e} je rovn&# kostra.
Navic zjevné plati w(Tp) < w(Ty), takze musi platit w(Ty) = w( Tp)

(jinak by kostra Ty nebyla minimalinf).

@ Kostra Té je tedy minimalni a plati T U {e} € T('), CoZ je ve sporu
s predpokladem, Ye T U {e} neni podmnoZinou hran #4dné minimaln{
kostry.
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Prohleddvani do Sitky

Nalezeni nejkratsi cesty v grafu, kde hrany nejsou ohodnoceny:

@ Algoritmus pro prohledavani grafu do Sitky
@ Vstupem je graf G (s mnoZinou vrcholi V) a potéateéni vrchol s.
@ Algoritmus pro v8echny vrcholy najde nejkratsi cestu z vrcholu s.

@ Pro graf, ktery ma n vrchold a m hran je doba vypo&tu tohoto
algoritmu ©(n + m).
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Prohleddvani do Sitky

Algoritmus: Prohledavani do &itky

Brs(G,s):

Brs-INIT(G, 5)

ENQUEUE(Q, s)

while QO + @ do

u := DEQUEUE(Q)

for each v € edges[u] do

if color{v] = WHITE then

colof v] := GRAY
dlv]:=d[u]+1
pred[v] :=u
ENQUEUE(Q, v)

colo u] := BLACK
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Prohleddvani do Sitky

Algoritmus: Prohleddvéni do $itky — inicializace

Brs-IniT (G, s):
for each u € V — {s} do
colof{ u] := WHITE
dlu] :=
pred[u] := NIL
color[s] := GRAY
d[s]:=0
pred[s] := NIL

Qi=o
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