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Algoritmicky fesitelné problémy

Pt¥edpokladejme, Ze mame dén né&jaky problém P.

Jestlize existuje n&jaky algoritmus, ktery ¥esi problém P, pak fikdme, Ze
problém P je algoritmicky FeSitelny.

JestliZze P je rozhodovaci problém a jestliZze existuje n&jaky algoritmus,
ktery problém P ¥esi, pak ¥ikdme, Ze problém P je (algoritmicky)
rozhodnutelny.

KdyZ chceme ukazat, Ze problém P je algoritmicky YeSitelny, sta&i ukazat
n&jaky algoritmus, ktery ho ¥esi (a p¥ipadné ukazat, Ze dany algoritmus

N4

problém P skute¢né Yesi).

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. dubna 2025



Algoritmicky nefeSitelné problémy

Problém, ktery neni algoritmicky FeSitelny, je algoritmicky nefesitelny.

Rozhodovaci problém, ktery neni rozhodnutelny, je nerozhodnutelny.

Kupodivu existuje ¥ada algoritmickych problémd (pfesn& definovanych),
o kterych je dokazano, Ze nejsou algoritmicky FeSitelné.
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Halting Problem

Vezméme si n&jaky libovolny obecny programovaci jazyk L.

Navic p¥edpoklddejme, Ze programy v jazyce £ b&Zi na néjakém
idealizovaném stroji, kde maji k dispozici (potencidln&) neomezené

mnoZstvi paméti — tj. kde alokace paméti nikdy neselZe kvili nedostatku
paméti.

P¥iklad: N&sledujici problém zvany Problém zastaveni (Halting
problem) je nerozhodnutelny:

Halting problem

Vstup: Zdrojovy kéd programu P v jazyce L, vstupni data x.

Otazka: Zastavi se program P po néjakém kone¢ném poctu kroki,
pokud dostane jako vstup data x?

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. dubna 2025




Halting Problem

P¥edpokladejme, Ze by existoval néjaky program, ktery by rozhodoval
Halting problem.

Mohli bychom tedy vytvotit podprogram H, deklarovany jako
Bool H(String kod, String vstup)

kde H(P, x) vrati:
@ true pokud se program P zastavi pro vstup x,

o false pokud se program P nezastavi pro vstup x.

Poznamka: Rekn&me, %e podprogram H(P, x) by vracel false v p¥ipad,
Ze P neni syntakticky spravny kéd programu.
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Halting Problem

S pouZitim podprogramu H bychom vytvo¥ili program D, ktery bude
provadét nasledujici kroky:

o Nat&te svilj vstup do prom&nné x typu String.
@ Zavola podprogram H(x, x).

@ Pokud podprogram H vratil true, sko&i do nekoneéné smycky
loop: goto loop

V pfipadg, ze H vratil false, program D se ukondi.

Co udéla program D, pokud mu p¥edlozime jako vstup jeho vlastni kéd?

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. dubna 2025



Halting Problem

Pokud D dostane jako vstup sviij vlastni kéd, tak se bud zastavi nebo
nezastavi.

e Pokud se D zastavi, tak H(D, D) vrati true a D sko&i do nekoneZné
smy¢ky. Spor!

o Pokud se D nezastavi, tak H(D, D) vréati false a D se zastavi. Spor!

V obou p¥ipadech dosp&jeme ke sporu a dalsi moznost neni. NemiiZe tedy
platit pfedpoklad, Zze H ¥esi Halting problem.
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Castecné rozhodnutelné problémy

Problém je ¢astecné rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus, ktery:

@ Pokud dostane jako vstup instanci, pro kterou je odpovéd ANO, tak
se po kone¢ném poctu kroki zastavi a vypise "ANQ".

@ Pokud dostane jako vstup instanci, pro kterou je odpovéd NE, tak se
bud zastavi a vypide "NE" nebo se nikdy nezastavi.

Je otividné, Ze naptiklad HP (Halting problem) je &aste¢n& rozhodnutelny.

Nékteré problémy vsak nejsou ani ¢asteéné rozhodnutelné.
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Postova véta

Dopliitkovy problém k danému rozhodovacimu problému P je problém,
kde vstupy jsou stejné jako u problému P a otdzka je negaci otazky
z problému P.

Postova véta

JestliZze problém P i jeho dopliikovy problém jsou &asteéné rozhodnutelné,
pak je problém P rozhodnutelny.
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P¥evody mezi problémy

Pokud mame o n&jakém (rozhodovacim) problému dokazédno, Ze je
nerozhodnutelny, miZeme ukazat nerozhodnutelnost dalSich problémi
pomoci redukci (pfevodil) mezi problémy.

Problém P, je pfeveditelny na problém P,, jestliZe existuje
algoritmus Alg takovy, Ze:

o Jako vstup mize dostat libovolnou instanci problému P;.

e K instanci problému P, kterou dostane jako vstup (ozna¢me ji w),
vyprodukuje jako sviij vystup instanci problému P, (ozna&me ji
Alg(w)).

e Plati, Ze pro vstup w je v problému P; odpov&d ANO pravé tehdy,
kdy? pro vstup Alg(w) je v problému P, odpov&d ANO.
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P¥evody mezi problémy

vstupy problému P; vstupy problému P,
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P¥evody mezi problémy

vstupy problému P; vstupy problému P,

Alg
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P¥evody mezi problémy

Rekn&me, e existuje redukce Alg problému P na problém Ps.

Pokud by problém P, byl rozhodnutelny, pak i problém Py je
rozhodnutelny.

ReZeni problému P; pro vstup x:
@ Zavoldme Alg se vstupem x, vrati nam hodnotu Alg(x).
@ Zavoldme algoritmus ¥eSici problém P, se vstupem Alg(x).

@ Hodnotu, kterou ndm vrati vypiseme jako vysledek.

Je zfejmé, Ze pokud P; je nerozhodnutelny, tak P, nemiiZe byt
rozhodnutelny.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Redukci z Halting problému se da ukazat nerozhodnutelnost celé fady
problémd, které se tykaji ovéfovani chovani programi:

e Vyd4 dany program pro n&jaky vstup odpovéd ANO?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

o Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?
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Halting problem

Pro t&ely ditkazii se Halting problem nejcastéji pouziva v nasledujici
podobé:

Halting problem
Vstup: Popis Turingova stroje M a slovo w.

Otédzka: Zastavi se stroj M po n&jakém koneéném poctu krokd,
pokud dostane jako sviij vstup slovo w?
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

S nasledujicim p¥ikladem nerozhodnutelného problému uZ jsme se setkali:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a G,.
Otézka: Je L(Gy) = £(G>)?

pfipadné

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G generujici jazyk nad abecedou Y.
Otézka: Je £(G) = £*?
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnoZzina typl karti¢ek, jako tfeba:

abb a bab baba aba

bbab aa ab aa a

Otézka je, zda je mozné z téchto typu karti¢ek vytvoFit neprazdnou
kone¢nou posloupnost, kde zfetézenim slov nahote i dole vznikne totéz
slovo. Kazdy typ karti¢ky je moZné pouzivat opakované.

a abb abb baba abb aba

aa bbab bbab aa bbab a

Nahote i dole vznikne slovo aabbabbbabaabbaba.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Redukci z pfedchoziho problému se d& snadno ukdzat nerozhodnutelnost
nékterych dalSich problémi z oblasti bezkontextovych gramatik:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a G,.
Otédzka: Je L(G1) N L(G,) = @7

Problém
Vstup: Bezkontextova gramatika G.

Otazka: Je G nejednoznacnd?
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnoZina typ( kachli¢ek, jako tfeba:

< X

Otéazka je, zda je moZné pouZitim danych typl kachli¢ek pokryt kaZdou
libovolné velkou konegnou plochu tak, aby v8echny kachli¢ky spolu
sousedily stejnymi barvami.

Poznamka: MiiZeme p¥edpokladat, Ze mame v zdsob& neomezené
mnoZstvi kachli¢ek vech typd.

Kachli¢ky neni dovoleno otdcet.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Vstup: Uzav¥end formule predikatové logiky (prvniho ¥adu), ve které
mohou byt pouZity jako predikatové symboly pouze = a <,
jako funk&éni symboly pouze + a * a jako konstantni symboly
pouze 0 a 1.

Otazka: Je dand formule pravdiva v oboru pf¥irozenych &isel (pfi

pFirozené interpretaci v8ech funkénich a predikatovych
symboli)?

P¥iklad vstupu:

VxAyVz((x*xy =z) A (y+1=x))

Poznamka: Uzce souvisi s Godelovou vétou o neliplnosti.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Je zajimavé, Ze analogicky problém, kde ale misto p¥irozenych &isel
uvaZzujeme &isla redlnd, je algoritmicky rozhodnutelny (i kdyZ popis daného
algoritmu a dikaz jeho korektnosti jsou zna&né netrividlni).

Rovn&Z pokud uvaZujeme pfirozend nebo celd &isla a stejné formule jako
v pfedchozim p¥ipadg, ale s tim, Ze v nich nesmi byt pouZzit funkéni
symbol * (ndsobeni), tak je problém algoritmicky rozhodnutelny.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Pokud miZeme pouZivat *, je ve skute€nosti nerozhodnutelny uz velmi
omezeny pfipad:

Desaty Hilbertiiv problém

Vstup: Polynom f(xi, xo,...,X,) vytvofeny z prom&nnych
X1, X2, ...,Xp a celodiselnych konstant.

Otdzka: Existuji pfirozena &isla xq, xo, . . ., x,, takova, Ze
f(x1,Xx0,...,%,) =07
Pt¥iklad vstupu: 5X2y —8yz + 322 - 15
Tj. ptdme se, zda
AxIyFz(5k x*k xky+ (—8) k y*z+3*xzx z+ (—15) =0)

plati v oboru pfirozenych &isel.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Také nasledujici problém je algoritmicky nerozhodnutelny:

Problém

Vstup: Uzavfena formule ¢ predikatové logiky prvniho ¥adu.
Otédzka: Plati E ¢?

Poznamka: Zapis F ¢ znamend, Ze formule ¢ je logicky platna,
tj. pravdiva v kazdé interpretaci.
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TFidy slozitosti
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SloZitost problémii

Ukazuje se, Ze riizné (algoritmické) problémy jsou riizn& t&zké.

N NN

o ObtiZngjsi jsou ty problémy, k jejichZ ¥eZeni potfebujeme vice ¢asu a
paméti.

ObtiZnost problémi chceme néjak posuzovat, a to jak
o absolutn& — kolik ¢asu a kolik paméti potfebujeme k jejich FeSeni, tak

vvvvvv

oproti jinym problémdm.

@ Pro¢ se u n&kterych problémi neda¥i nalézt efektivni algoritmy?
MiuzZe viibec né&jaky efektivni algoritmus pro dany problém existovat?

Kde ptesné jsou limity toho, co je mozné prakticky zvladnout?
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SloZitost problémii

Je potfeba rozliSovat slozitost algoritmu a sloZitost problému.

Pokud napftiklad zkoumame ¢asovou sloZitost v nejhorsim p¥ipadé, mohli
bychom neformalné F¥ict:

o slozitost algoritmu — funkce, kterd vyjadfuje, jaka bude pro dany
algoritmus maximalni doba vypoc&tu pro vstup velikosti n

o slozitost problému — jaka je asova sloZitost ,,nejefektivn&jsiho”
algoritmu, ktery ¥esi dany problém

Zavedeni pojmu ,sloZitost problému” ve vySe uvedeném smyslu nardzi na
znatné technické obtize. Pojem ,sloZitost problému” se tedy jako takovy
nedefinuje, ale obchazi se zavedenim tzv. t¥id slozitosti.
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T¥idy sloZitosti

T¥idy sloZitosti jsou podmnoZiny mnoZiny viech (algoritmickych)
problém.

Dand konkrétni t¥ida sloZitosti je vzdy charakterizovdna néjakou vlastnosti,
kterou maji problémy do ni patFici.

Typickym ptikladem takové vlastnosti je vlastnost, Ze pro dany problém
existuje n&jaky algoritmus s urgitym omezenim (nap¥. ¢asové nebo
prostorové sloZitosti):

@ Do dané tfidy pak pat¥i vSechny problémy, pro které takovyto
algoritmus existuje.

@ Naopak do ni nepatFi problémy, pro které Zzadny takovy algoritmus

neexistuje.

Poznamka: V nasledujicim popisu se budeme sousttedit prakticky jen na
t¥idy rozhodovacich problémi.
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T¥idy sloZitosti

Definice

Pro libovolnou funkci f : N = N definujeme t¥idu 7 (£(n)) jako tfidu
obsahujici pravé ty rozhodovaci problémy, pro néz existuje algoritmus
s &asovou sloZitosti O(f(n)).

Pviklad:
e 7 (n) - t¥ida v8ech rozhodovacich problém(i pro n&? existuje
algoritmus s &asovou sloZitosti O(n)
o T(n?) - t¥ida v&ech rozhodovacich problémii pro ne? existuje
algoritmus s ¢asovou sloZitostf O(nz)
e T (nlogn) — t¥ida véech rozhodovacich problémii pro neZ existuje
algoritmus s &asovou sloZitosti O(nlog n)
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T¥idy sloZitosti

Definice

Pro libovolnou funkci f : N — N definujeme t¥idu S(f(n)) jako t¥idu
obsahujici pravé ty rozhodovaci problémy, pro néz existuje algoritmus
s prostorovou sloZitosti O(f(n)).

Pviklad:
e S(n) — t¥ida viech rozhodovacich problém(i pro n&Z existuje
algoritmus s prostorovou sloZitosti O(n)
o S(n?) - t¥ida v&ech rozhodovacich problémii pro ne? existuje
algoritmus s prostorovou sloZitosti O(n2)
e S(nlogn) — t¥ida vdech rozhodovacich problémii pro ne? existuje
algoritmus s prostorovou sloZitosti O(nlog n)
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T¥idy slozitosti

Pozndmka:

VEimnéte si, Ze u tfid 7(f) a S(f) miiZe to, které problémy do dané t¥idy
patfi, zaviset na pouZitém vypoletnim modelu (zda je to stroj RAM,
jednopaskovy Turinglv stroj, vicepdskovy Turinglv stroj, ... ).

22. dubna 2025 30/77
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T¥idy slozitosti

Pomoci t¥id T(f(n)) a S(f(n)) mizeme definovat t¥idy PTIME a
PSPACE jako

PTIME = | ] 7(n") PSPACE = |_J 8(n")
k=0 k=0

o PTIME je tfida v8ech rozhodovacich problémd, pro které existuje
algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti, tj. s €asovou slozitosti
O(nk), kde k je néjaka konstanta.

o PSPACE je t¥ida v8ech rozhodovacich problémi, pro které existuje
algoritmus s polynomidlni prostorovou sloZitosti, tj. s prostorovou
sloZitosti O(n"), kde k je n&jakd konstanta.
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T¥idy slozitosti

Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze viechny (rozumné) vypo&etni modely
jsou schopné se navzdjem simulovat tak, Ze p¥i dané simulaci nevzroste
pocet krokli ani mnoZstvi pouZité paméti vic nez polynomidlné, neni
definice tfid PTIME a PSPACE z&visla na pouZitém vypoetnim modelu.
Pro jejich zadefinovani mizeme pouZit kterykoliv vypoletni model.

Rikdme, Ze tyto t¥idy jsou robustni — jejich definice nezavisi na pouitém
vypocetnim modelu.
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T¥idy slozitosti

Analogicky miiZeme zavést dalsi t¥idy:

EXPTIME — mnozina v8ech rozhodovacich problémd, pro které existuje
k
algoritmus s Casovou sloZitosti 200 ), kde k je n&jaka
konstanta
EXPSPACE — mnoZina v&ech rozhodovacich problémd, pro které existuje
k
algoritmus s prostorovou sloZitosti 200 ), kde k je n&jaka

konstanta

LOGSPACE — mnoZina v8ech rozhodovacich problém, pro které existuje
algoritmus s prostorovou sloZitosti O(log n)

k k
Poznamka: Misto 2°(") bychom mohli psat také O(c" ), kde c a k jsou
néjaké konstanty.

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. dubna 2025




T¥idy sloZitosti

P¥i definici tfidy LOGSPACE musime ptesnéji specifikovat, co povazujeme
za prostorovou sloZitost algoritmu.

UvaZujeme napfiklad Turingtiv stroj, ktery pracuje se tfemi paskami:

@ Vstupni paskou, na které je na za¢atku vypoctu zapsan vstup.
Z této pasky je mozno pouze C&ist.

@ Pracovni paskou, kterd je na zadatku vypoctu prazdna. Z této pasky
je mozno &ist i na ni zapisovat.

o Vystupni paskou, kterd je také na zacatku vypoctu prazdnd a na
kterou je moZno pouze zapisovat.

Mnozstvi pouzité paméti je pak definovano, jako podet pouzitych poli¢ek
na pracovni pasce.
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T¥idy slozitosti

Dalsi priklady t¥id sloZitosti:

2-EXPTIME — mnoZzina vSech problémd, pro které existuje algoritmus

o(n")
s €asovou slo¥itosti 2°  , kde k je néjaka konstanta

2-EXPSPACE — mnoZina v8ech problémii, pro které existuje algoritmus
k

o(n")
s prostorovou slozitosti 22 kde k je néjaka konstanta

ELEMENTARY — mnoZina v3ech problémd, pro které existuje algoritmus
s Lasovou (&i prostorovou) sloZitosti

kde k je konstanta a podet exponenti je omezen konstantou.
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Pokud Turinglv stroj provede m kroki, tak pouZije maximaln& m poli¢ek
na pasce.

Pokud tedy existuje pro n&jaky problém algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(f(n)), ma tento algoritmus prostorovou sloZitost

(nejvyge) O(f(n)).

Je tedy zfejmé, Ze plati nasledujici vztah.

Pozorovani
Pro libovolnou funkci f : N = N plati 7(f(n)) € S(f(n)).

Poznamka: Analogicky bychom mohli argumentovat naptiklad pro
stroj RAM.
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Z predchoziho okamZit& plyne:

n

PTIME < PSPACE
EXPTIME ¢ EXPSPACE
2-EXPTIME < 2-EXPSPACE

N

N

Vzhledem k tomu, Ze polynomidini funkce rostou pomaleji nez
exponencialni a logaritmické pomaleji nez polynomidlni, zjevné plati:

PTIME € EXPTIME ¢ 2-EXPTIME ¢ ---

LOGSPACE ¢ PSPACE < EXPSPACE < 2-EXPSPACE ¢ ---
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

@ Pro libovolnd dvé redlna &isla €; a €, takova, Ze 0 < ¢; < €5, plati

S(n") & 8(n")

LOGSPACE & PSPACE
PSPACE ¢ EXPSPACE

Pro libovolna dvé redlna &isla €1 a e, takova, Ze 0 < €1 < ¢y, plati

T(n") € T(n?)

PTIME ¢ EXPTIME
EXPTIME ¢ 2-EXPTIME
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

P¥i zkoumani vztah(i mezi tfidami sloZitosti se ukazuje jako uZite¢ny pojem
konfigurace.

Konfiguraci budeme rozumét celkovy stav, ve kterém se b&hem jednoho
kroku nachazi stroj, provadégjici n&jaky dany algoritmus.

@ U Turingova stroje je konfigurace dana stavem jeho ¥idici jednotky,
obsahem pasky (resp. pasek) a pozici hlavy (resp. hlav).

@ U stroje RAM je konfigurace ddna obsahem paméti, obsahem vSech
registri (vetn& IP), obsahem vstupni a vystupni pasky a pozicemi
Cteci a zapisovaci hlavy.
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Mg&lo by byt jasné, Ze konfigurace (resp. jejich popisy) miZeme zapisovat
jako slova v néjaké abecedé.

Navic miZeme konfigurace zapisovat tak, Ze délka téchto slov bude zhruba
stejnd jako mnoZstvi paméti pouZité algoritmem (tj. po&et poliek na
pdsce pouZitych Turingovym stojem, pocet bitli paméti pouZitych strojem
RAM apod.).
Poznamka: Pokud mame abecedu ¥, kde || = ¢, tak:

o Potet slov délky n je c", tj. 2®(n),

@ Pocet slov délky nejvyse n je

Xn: n+1 -1

¢ c—1

i=0

tj. také 290",
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Je jasné, Ze b&hem vypoltu korektniho algoritmu se Zadna konfigurace
nem(iZe zopakovat, protoze jinak by se algoritmus zacyklil a béZel by
donekonedna.

Pokud tedy vime, Ze prostorovd sloZitost n&jakého algoritmu je O(f(n)),

znamena to, Ze podlet riznych konfiguraci dosaZitelnych b&hem vypoc&tu
je 2O(f(”))_

Protoze se konfigurace b&hem zadného vypoctu neopakuji, je i éasova

(F(n)).

. . : s nO
sloZitost daného algoritmu maximalné 2

Pozorovani

Pro libovolnou funkci f : N — N plati, Ze pokud je néjaky problém P
YeSeny algoritmem s prostorovou sloZitosti O(f(n)), pak &asova sloZitost

O(f(n))

tohoto algoritmu je v 2 :

Pokud je tedy problém P ve t¥idé S(f(n)), pak je i ve t¥idé T(ZC.f(”)) pro
néjaké ¢ > 0.
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Z predchoziho plynou nasledujici disledky:

n

LOGSPACE < PTIME
PSPACE ¢ EXPTIME
EXPSPACE ¢ 2-EXPTIME

[a}
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Shrnuti:

n

LOGSPACE ¢ PTIME < PSPACE c EXPTIME & EXPSPACE ¢
2-EXPTIME < 2-EXPSPACE < --- € ELEMENTARY

[a}

o PTIME ¢ EXPTIME & 2-EXPTIME & ---

o LOGSPACE & PSPACE & EXPSPACE ¢ 2-EXPSPACE, & ---
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Horni a dolni odhady sloZitosti problémii

Hornim odhadem sloZitosti problému rozumime to, Ze sloZitost problému
neni vyssi nez néjakd uvedena.

VEétsinou je to formulovano tak, Ze dany problém pat¥i do né&jaké urcité
t¥idy sloZitosti.

P¥iklady tvrzeni, které se tykaji hornich odhad( sloZitosti:
@ Problém dosaZitenosti v grafu je v PTIME.

@ Problém ekvivalence dvou regularnich vyrazl je v EXPSPACE.

Pokud chceme zjistit néjaky horni odhad sloZitosti problému, stadi ukazat,
Ze existuje algoritmus s danou sloZitosti.
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Horni a dolni odhady sloZitosti problémii

Dolnim odhadem sloZitosti problému rozumime to, Ze sloZitost problému
je alespoii takovd jako né&jakd uvedena.

Obecné je zjistovani (netrividlnich) dolnich odhadu sloZitosti problémii
mnohem obtiZn&jsi neZ zjistovani hornich odhadi.

Pro odvozeni dolniho odhadu musime totiz ukdzat, Ze kazdy algoritmus
Fesici dany problém ma danou sloZitost.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Horni a dolni odhady sloZitosti problémii

Problém , T¥idéni"
Vstup: Posloupnost prvki ag, as, ..., ap.
Vystup: Prvky aj, ap, ..., a, setfidéné od nejmensiho po nejvétsi.

D34 se dokdzat, Ze kazdy algoritmus, ktery Ye$i problém “T¥idéni” a na
prvcich tfidéné posloupnosti pouZiva pouze operaci porovnavani

(tj. nezkouma obsah t&chto prvki), ma asovou sloZist v nejhorsim p¥ipadé
v Q(nlogn) (tj. pro kazdy takovy algoritmus existuji konstanty ¢ > 0

a ng = 0 takové, Ze pro kazdé n = ng existuje vstup velikosti n, pro ktery
provede algoritmus nejmémé& cn log n operaci).
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Nedeterministické algoritmy a tFidy
sloZitosti

Z. Sawa (V§B—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. dubna 2025



Nedeterminismus

Nedeterministicky stroj RAM:
o Je definovan velice podobné jako deterministicky RAM.

@ Navic ma instrukci
nd_goto {q, />
ktera umoZiiuje stroji vybrat si jedno z moZnych pokraovani.
@ Pokud ze v8ech moZnych vypoctl takového stroje nad zadanym

vstupem alespo jeden skon&i s odpovédi ANO, je odpovéd ANO.

@ Pokud viechny vypotty skon&i s odpovédi NE, je odpovéd NE.

Podobné miZeme definovat nedeterministické verze jinych vypo&etnich
modell, napf. nedeterministické Turingovy stroje.
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Nedeterminismus

NE NE
NE ANO NE ANO NE

ANO NE NE

e Doba vypottu nedeterministického stroje RAM (nebo jiného
nedeterministického stroje) nad zadanym vstupem je definovana jako
délka nejdelsiho moZného vypoltu nad timto vstupem.

22. dubna 2025 49 /77
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Nedeterminismus

A

NE ANO NE

ANO

e Doba vypottu nedeterministického stroje RAM (nebo jiného
nedeterministického stroje) nad zadanym vstupem je definovana jako
délka nejdelsiho moZného vypoltu nad timto vstupem.
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Nedeterminismus

Problém , Barveni grafu k barvami”

Vstup: Neorientovany graf G a pfirozené &islo k.

Otazka: Je mozné obarvit vrcholy grafu G k barvami tak, aby zadné
dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?
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Nedeterminismus

Problém , Barveni grafu k barvami”

Vstup: Neorientovany graf G a pfirozené &islo k.

Otazka: Je mozné obarvit vrcholy grafu G k barvami tak, aby zadné
dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?
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Nedeterminismus

Problém , Barveni grafu k barvami”

Vstup: Neorientovany graf G a pfirozené &islo k.

Otazka: Je mozné obarvit vrcholy grafu G k barvami tak, aby zadné
dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Nedeterministicky algoritmus pracuje nasledovné:
@ Kazdému vrcholu grafu G nedeterministicky pfifadi jednu z k barev.
@ Projde v8echny hrany grafu G a u kazdé z nich zkotroluje, Ze oba jeji

koncové vrcholy jsou obarveny rliznymi barvami. Pokud ne, skoné&i
s odpovédi NE.

© Pokud prosel vsechny hrany a u v8ech byly koncové vrcholy obarveny
rznymi barvami, skon&i s odpovédi ANO.
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Nedeterminismus

Problém , Isomorfismus grafii*

Vstup: Neorientované grafy G; = (V4, E1) a Gy = (Ws, B5).
Otazka: Jsou grafy G; a G, isomorfni?

Poznamka: Grafy G; a Gy jsou isomorfni, jestliZze existuje né&jaka bijekce
f: Vi = V, takova, Ze pro libovolné dva vrcholy u,v € V; plati
(u,v) € Ey pravé kdy? (f(u),f(v)) € E,.

Nedeterministicky algoritmus pracuje nasledovné:
© Nedeterministicky zvoli hodnoty funkce f pro véechny v € V;.

@ Deterministicky ovéFi, Ze f je bijekce a Ze pro v8echny dvojice vrcholi
je splnéna vyse uvedend podminka.

© Pokud je nékterd z podminek porusena, skonéi s odpovédi NE,
v opa¢ném p¥ipadé s odpovédi ANO.
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Nedeterminismus

@ Z hlediska rozhodnutelnosti nepfindsi nedeterministické algoritmy
oproti deterministickym nic dal$iho navic:
Pokud je n&jaky problém mozné Yesit nedeterministickym strojem
RAM nebo TS, tak je ho moZné Yesit i deterministickym, ktery
postupné vyzkousi viechny mozné vypoclty nedeterministického stroje
nad danym vstupem.

@ Nedeterminismus ma vyznam predevs$im p¥i zkoumani vypocetni
sloZitosti problémi.
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Nedeterminismus

o P¥i vySe uvedené p¥imodaré simulaci ¢innosti nedeterministického
algoritmu pomoci deterministického, ktery systematicky zkousi
vdechny mozné vypocty, je ¢asova sloZitost deterministického
algoritmu exponencialné vyssi neZ u nedeterministického.

@ Pro ¥adu problémdi je zjevné, Ze pro n& existuje nedeterministicky
algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti, ale neni vilbec jasné,
jestli pro né existuje také deterministicky algoritmus s polynomialni
¢asovou slozitosti.
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Nedeterminismus

Na nedeterminismus miZeme nahlizet nasledujicimi zpiisoby:

@ Ve chvili, kdy ma stroj nedeterministicky zvolit mezi nékolika
moznostmi, tak ,,uhodne”, kterd z t&chto moznosti povede
k odpovédi ANO (pokud takovd moznost existuje).

@ Ve chvili, kdy ma stroj nedeterministicky zvolit mezi nékolika
moZnostmi, rozdéli se do tolika kopif, kolik je téchto moZnosti,
a kazd3 z té&chto kopii pokraduje ve vypocltu odpovidajici jedné
z moZnosti, pfi¢emZ pracuji v8echny paralelng.
Odpovéd je ANO pravé tehdy, kdy? alespofi jedna z kopii stroje
odpovi ANO.

Ani jedno z toho neni néco, co by se dalo efektivné realisticky
implementovat.
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Nedeterminismus

Dal3i mozny pohled na nedeterminismus:

@ Druh algoritmu, ktery sice nefesi dany problém, ale s pouZitim
dodate¢né dal3i informace — svédka (witness) — umi ovéfit, Ze pro
danou instanci je odpovéd ANO.

P¥edpokladejme, Ze v ptvodnim problému je vstupem néjaké x
z mnoziny instanci In a otdzka je, zda ma dané x néjakou
specifikovanou vlastnost P.

Pro dany vstup x je ddna mnoZina potencialnich svédki W(x),
pticemz pravé tehdy, kdyz x ma vlastnost P, tak existuje n&jaky
skuteény svédek y € W(x) toho, Ze x tuto vlastnost P skute&n& m4.

Vezméme si deterministicky algoritmus Alg, ktery jako vstup
dostane dvojici (x,y) (kde y € W(x)) a ov&H, zda y je svédkem
toho, Ze x m4d vlastnost P.
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Nedeterminismus

P¥iklad: Problém ,Barveni grafu k barvami*:

e Vstup: Neorientovany graf G = (V, E) a &islo k.

o Potencialni svédci: Vsechna moZnd obarveni vrcholl grafu G
s pou#im k barev, tj. véechny mozné funkce ¢ : V — {1,..., k}.

e Skuteeni svédci: Takova obarveni c, kde pro kazdou hranu (u,v) € E
plati, Ye c(u) # c(v).

22. dubna 2025
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Nedeterminismus

o Ke kazdému takovému deterministickému algoritmu Alg, ktery pro
danou dvojici (x, y) umfi ov&¥it, zda y je svédkem toho, %e x m3
vlastnost P, je moZné snadno sestrojit odpovidajici
nedeterministicky algoritmus, ktery ¥esi pldvodni problém:

o Pro dané x € In nejprve neterministicky vygeneruje potencidlniho
svédka y € W(x).

o PouZije algoritmus Alg jako podprogram k (deterministickému) ov&¥eni
toho, zda je y skuteénym sv&dkem.
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Nedeterminismus

o Naopak ke kazdému nedeterministickému algoritmu miZeme
snadno vytvofit deterministicky algoritmus ovéfujici svédky:

e Potencidlnim svédkem bude posloupnost udavajici pro jednotlivé kroky
ptvodniho nedeterministického algoritmu, kterd mozZnost se ma
v daném kroku zvolit.

o Deterministicky algoritmus simuluje jeden konkrétni vypocet (jednu
vétev stromu) plvodniho algoritmu, p¥i¢emZ v krocich, kdy ma na
vybér z vice moZnosti, tak nehddd, ale postupuje podle toho, co je
uréeno v zadané posloupnosti.
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Nedeterminismus

Zejména nas budou zajimat ty p¥ipady, kdy Casova sloZitost algoritmu pro
ové&fovani svédka je polynomidlni vzhledem k velikosti vstupu x.

Mimo jiné to znamenad, Ze dany svédek y, dosvédlujici, Ze pro x je

odpové&d ANO, musi byt polynomidln& velky.

Nedeterministickym algoritmem s polynomidlni ¢asovou sloZitosti se tedy
daji Fesit ty rozhodovaci problémy, kde:

@ pro dany vstup x existuje pFisluiny (polynomidln& velky) sv&dek pravé
tehdy, kdyZ pro x je odpovéd ANO,

@ je mozné deterministickym algoritmem v polynomidlnim ase ovéfit,
Ze dany potencidlni svédek je skute¢né svédkem.
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Nedeterminismus

Mnohdy je existence takovych polynomialné velkych svédki

a deterministickych algoritm, které je ovéfuji, ocividnd a je trividlni
ukazat, Ze existuji — nap¥. u probléma jako ,,Barveni grafu k barvami”,
»Isomorfismus grafi" nebo u nasledujiciho problému:

Testovani sloZenosti

Vstup: PFirozené &islo x.

Otazka: Je &islo x sloZzené?

Poznamka: Cislo x je sloZzené, kdyZ existuji p¥irozena &isla a a b takova,
ea>1,b>1lax=a-b.

Napftiklad &islo 15 je slozené, protoze 15 = 3 - 5.

Cislo x € N je tedy slozené, pokud x > 1 a x neni prvo&islo.

Existence takovych polynomidlné velkych sv&dkii ale nutné neznamend, ze
je snadné je najit.
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Nedeterminismus

U nékterych problémi miZe byt ale ukazani existence takovych
polynomidlné velkych svédki, které je mozné deterministiky
v polynomidlnim &ase ovéFovat, zna&né netrividlnim vysledkem.

P¥ikladem je nasledujici problém:

Testovani prvodiselnosti

Vstup: PFirozené &islo x.

Otdzka: Je &islo x prvocislo?

S vyuZitim rdznych netrividlnich poznatk( z teorie &isel se dd ukazat
existence takovych svédkd i pro tento problém — své&dci zde maji podobu
pomérné komplikované rekurzivné definované datové struktury.

Poznamka: Tento vysledek ukdzal V. Pratt v roce 1975.

Mnohem pozdé&ji bylo ukdzano, Ze , Testovani prvodiselnosti* je ve
skuteZnosti v PTIME (Agrawal-Kayal-Saxena, 2002).
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Nedeterministické tfidy slozitosti

Definice

Pro funkci f : N — N rozumime t¥idou &asové slozitosti N7 (f)
mnoZinu téch rozhodovacich problémd, které jsou feseny
nedeterministickymi RAMy s &asovou sloZitosti v O(f(n)).

Definice

Pro funkci f : N = N rozumime t¥idou prostorové slozitosti N'S(f)
mnozinu téch rozhodovacich problémii, které jsou FeSeny
nedeterminictickymi RAMy s prostorovou sloZitosti v O(f(n)).

Poznamka: Ve vySe uvedenych definicich mohou byt samozfejmé& misto
stroji RAM uvedeny tfeba Turingovy stroje &i néjaky jiny vypoletni model.
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T¥ida NPTIME

NPTIME = [ JAT(n")
k=0

e NPTIME (n&kdy se pi%e jen NP) je t¥ida viech problémi, pro které
existuje nedeterministicky algoritmus s polynomiani ¢asovou sloZitosti.

@ Do NPTIME tedy patfi problémy, u kterych je moZzné pro dany vstup
rychle ové&fit, Ze odpovéd je ANO, pokud ndm ten, kdo nds o tom
chce presvédiit, doda néjakou dodate¢nou informaci.
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Tridy NPSPACE, NEXPTIME, NEXPSPACE, ...

Podobn& miZeme definovat dal¥i tfidy sloZitosti:

NPSPACE — mnoZina v3ech rozhodovacich problémd, pro které existuje
nedeterministicky algoritmus s polynomiani prostorovou
sloZitosti

NEXPTIME — mnoZzina viech rozhodovacich problémii, pro které existuje

k
nedeterministicky algoritmus s &asovou sloZitosti 200 ), kde
k je né&jaka konstanta

NEXPSPACE — mnoZina v&ech rozhodovacich problémi, pro které existuje
k
nedeterministicky algoritmus s prostorovou sloZitosti 200 ),
kde k je n&jakd konstanta

NLOGSPACE - mnoZina vSech rozhodovacich problémdi, pro které existuje
nedeterministicky algoritmus s prostorovou sloZitosti
O(log n)
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Je zfejmé, Ze na deterministické algoritmy se mizeme divat jako na
specialni pfipad nedeterministickych.

Ocividné tedy plati:

n

LOGSPACE = NLOGSPACE
PTIME € NPTIME
PSPACE < NPSPACE
EXPTIME & NEXPTIME
EXPSPACE < NEXPSPACE
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Rovnéz je zfejmé, Ze jak u deterministickych, tak u nedeterministickych
algoritmi, algoritmus béhem vypoltu nemiiZze pouZit ¥adové vice bunék
paméti, nez kolik udé&la krokd.

Prostorova slozitost daného algoritmu je tedy vzdy nejvyse takova, jaka je
jeho asova sloZitost.

Z toho plyne:

PTIME < PSPACE
NPTIME < NPSPACE
EXPTIME c EXPSPACE
NEXPTIME € NEXPSPACE

[a}

N

N
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Vezméme si né&jaky nedeterministicky algoritmus s €asovou
slozitosti O(f(n)).

Deteriministicky algoritmus, ktery bude simulovat jeho &innost tim
zplsobem, Ze bude systematicky prochazet viechny jeho vypotlty
(prochdzenim stromu té&chto vypocti do hloubky), vysta&i s nasledujici
paméti:

@ pamét, kde je uloZena aktudlni konfigurace simulovaného stroje
— m4 velikost O(f(n)) (protoZe pokud tento simulovany
nedeterministicky stroj ud&ld maximaln& O(f(n)) krok, tak jeho
konfigurace budou pouZivat nanejvy$ O(f(n)) bun&k paméti)

@ pamét pro uloZeni zasobniku, ktery bude pouZivat k tomu, aby se
mohl vracet k pfedchozim konfiguracim
— aby bylo mozné z nésledujici konfigurace o' obnovit predchozi
konfiguraci «, sta&i si ulozit konstatni mnoZstvi informace — jen to,
co se pri prechodu z a do o' zménilo
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

@ Vzhledem k tomu, %e délka v&tvi je O(f(n)), mnoZsti potfebné
paméti pro zasobnik je O(f(n)).

o Celkové tedy deterministicky algoritmus p¥i této simulaci vysta&i
s mnoZstvim paméti, které je nejvyde O(f(n)).

Z vyse uvedeného tedy vyplyva:

n

NPTIME c PSPACE
NEXPTIME € EXPSPACE

N
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Vezméme si néjaky nedeterministicky algoritmus s prostorovou
slozitosti O(f(n)):

e P¥ipomeiime, Ze konfiguraci velikosti nejvyde O(f(n)) je O(cf(”)),
kde c je néjakd konstanta, coZz miizeme psat jako 20U (),

@ Pocet krokili tohoto nedeterministického algoritmu v rdmci jedné vétve
vypottu tedy miZe byt az 2O (m)
(Pozn.: Z53dn3 konfigurace se b&hem vypottu nemiize zopakovat,
protoZe jinak by mohly byt vypo&ty nekone&né.)

@ Simulace vy3e popsanym zplsobem by tedy méla &asovou sloZitost
O(f(n))
az 2° :
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

P¥i simulaci miZeme postupovat, ale o néco chytfeji — predstavme si
orientovany graf, kde:

@ vrcholy — v8echny konfigurace simulovaného stroje, jejichZ velikost
je nejvye O(f(n))

— t&chto konfiguraci je 0

@ hrany — mezi vrcholy, které reprezentuji konfigurace « a o vede
hrany pravé tehdy, kdyZz simulovany stroj mizZe pfejit jednim krokem
z konfigurace a do konfigurace o'
— z kazdého vrcholu povede polet hran omezeny shora né&jakou

kostantou — hran tedy bude také ¥adove 207"

Stadi umét zjistit, zda ve vySe uvedeném grafu existuje cesta z vrcholu,
ktery odpovidd po&ate¢ni konfiguraci (pro dany vstup x), do né&kterého
vrcholu, ktery odpovida koncové konfiguraci, kdy dany stroj davd
odpovéd ANO.
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Pro zjisténi existence takové cesty je mozné pouZit libovolny algoritmus na
prochdzeni grafu — prochazeni do 3i¥ky, prochazeni do hloubky, ...:

@ Algoritmus si musi ukladat a znadit, které konfigurace jiz navstivil.
Dalsi pamé&t potrebuje pro uloZeni fronty & zasobniku, apod.

o Casova i prostorova slozitost tohoto algoritmu bude linedrné (imérnd

velikosti daného grafu, tj. 2O ()
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Dostdvame tedy nasledujici:

Cinnost nedeterministického algoritmu, jeho? prostorova sloitost
je O(f(n)), je mozné simulovat deterministickym algoritmem, jeho?

(f(n))

v . y: . (@)
Casova sloZitost je 2 .

Z toho vyplyva:

n

NLOGSPACE < PTIME
NPSPACE ¢ EXPTIME
NEXPSPACE ¢ 2-EXPTIME

N
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

UvaZujeme opét néjaky nedeterministicky algoritmus s prostorovou
sloZitosti O(f(n)). Ted ndm ale pro zm&nu piijde o co nejmensi
prostorovou sloZitost simulujiciho deterministického algoritmu.

Véta (Savitch, 1970)

Cinnost nedeterministického algoritmu s prostorovou slozitosti O(f(n)) je
moZné simulovat deterministickym algoritmem s prostorovou

slozitosti O( f(n)z).
Myslenka dikazu:

o Opét si predstavme vySe popsany graf konfiguraci, ktery ma 20(f("))
vrchold (i hran).

e Algoritmus bude zjistovat, zda existuje cesta z po¢ate¢ni konfigurace
do né&které prijimajici konfigurace.
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

, . , I . , . 7 7
Z3kladem bude rekurzivni funkce F(a, ', i), kterd pro libovolné zadané
. ., . e, o , . .
konfigurace o a o a ¢&islo i € N zjisti, zda ve vySe uvedeném grafu existuje

cesta z o do o' délky nejvyde 2’

@ Pokud je i = 0, zjisti, zda existuje cesta z o« do o délky nejvyse 1:

o bud je to cesta délky 0, tj. a = o,
e nebo je to cesta délky 1, tj. je moZné prejit z a do o jednim krokem

o Pokud je i > 0, bude systematicky probirat viechny mozné
konfigurace o a testovat, jestli:
e existuje cesta délky nejvyse 2i/2 zadoa
— zavola rekurzivng F(a, o i - 1)
o existuje cesta délky nejvyge 2'/2 z " do o'
— zavola rekurzivné F(a" a',i— 1)
Pokud oboji vrati TRUE, vrati TRUE, jinak pokraluje zkousenim

v /1 n
dalsiho o .
22. dubna 2025
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Analyza prostorové slozitosti daného algoritmu:

@ V ramci jednoho rekurzivniho volani funkce F je tfeba mit uloZené:
o ti konfigurace o, o', a" — viechny jsou velikosti O(f(n))

o hodnotu &isla i, které je ¥adov& O(f(n)) — proto na jeho uloZeni sta&i
zhruba O(log F(n)) bitdi

o dalsi pomocné promé&nné, jejichZ hodnoty jsou proti velikosti vyse
uvedenych poloZek zanedbatelné

@ MnoZstvi paméti potfebné v ramci jednoho rekurzivniho volani je tedy

O(f(n)).
@ Hloubka zano¥eni rekurze je také O(f(n)).

@ Celkova prostorova sloZitost daného algoritmu je tedy O(f(n)z).
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Z vy%e uvedené véty vyplyva:

n

NPSPACE & PSPACE
NEXPSPACE < EXPSPACE

[a}

Spolu s trividlnimi fakty, ze PSPACE € NPSPACE,
EXPSPACE ¢ NEXPSPACE, ...ndm to tedy dava:

PSPACE
EXPSPACE

NPSPACE
NEXPSPACE

Poznamka: VSimnéte si, Ze z vySe uvedeného nevyplyva, Ze by muselo
platit LOGSPACE = NLOGSPACE.
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Vztahy mezi tfidami sloZitosti

Celkové tak dostavame nasledujici hierarchii t¥id sloZitosti:

LOGSPACE < NLOGSPACE ¢
€ PTIME < NPTIME ¢ PSPACE = NPSPACE ¢
c EXPTIME € NEXPTIME ¢ EXPSPACE = NEXPSPACE <

n
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