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Co je to algoritmus. Strategie reSeni problému
pomoci algoritmu. Vyznamné typy feSenych
problémd.

Co je to algoritmus?



Proc studovat algoritmy?

- Profesionalni vyvojar/informatik by mél znat standardni
algoritmy pro feSeni zakladnich problémd, mél by umét
navrhovat nove algoritmy a analyzovat efektivitu
algoritmd.

- Algoritmy vedou k rozvoji analytickeho mysleni - jde
0 nalezeni presneho a formalniho postupu jak problem
resit.

- Jde o obecné pouZitelny mentalni nastroj - clovék
problému dostatecné nerozumi do té doby, dokud ho
nedokaze vysvétlit nékomu jinému, nerkuli vysvétlit ho
pocitaci.

- Schopnost formalizovat reseni vede k daleko hlubSimu
pochopeni problematiky, nez kdybychom se jednoduse

pokusili fesit problém feknéme ad-hoc zplsobem. /
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Co je to algoritmus?

Algoritmus

Algoritmus chapeme jako konecnou posloupnost
jednoznacnych instrukci vedoucich k reseni problému, tj.
vedoucich k ziskani pozadovaného vystupu pro libovolny
spravny vstup v konecném case.

Problém

|

Algoritmus

|
vstup —{_pociaE_— Wisup
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Co je to algoritmus? (pokrac.)

- Predchozi popis pojmu algoritmus neni definici
v matematickém slova smyslu.

- Predpokladame, Ze existuje néco nebo nékdo kdo je
schopen porozumét ,jednoznacnym instrukcim® a je
schopen se jimi fidit.

- Pro korektni definici bychom museli nejdrive jasné
definovat, co je to ta jednoznacna instrukce.

- Formalni definice algoritmu neexistuje!
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Co je to algoritmus? (pokrac.)

Poznamky

- Automaticky predpoklad - algoritmus bude vykonavat
elektronicky pocitac¢, computer.

- Preklad slova computer:
1. dnes - pocitac
2. dfive - poctar, clovék zapojeny do numerickych vypoctu.
- Prestoze budeme dale predpokladat, ze algoritmy budeme
implementovat na elektronickém pocitaci, pojem
algoritmu samotny na elektronickych pocitacich nezavisi.
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Ukazka algoritmu

- Tri algoritmy pro reSeni téhoz problému - nalezeni
nejveétsiho spolecného délitele dvou celych cisel.
- Demonstrace nékolika dilezitych skutecnosti:
- dodrzeni pozadavku jednoznacnosti instrukci,
- rozsah vstupnich hodnot je nutné presné specifikovat,
- ten samy algoritmus miZeme reprezentovat nékolika
rlznymi zplsoby,
- pro feSeni jednoho problému mdZe existovat vice
algoritm( a
- algoritmy resici stejny problém mohou byt zaloZzeny na
zcela rozdilnych myslenkach, principech a mohou se
vyrazneé lisit v rychlosti reSeni daného problému.
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Nejvétsi spolecny délitel (NSD, GCD)

- Méjme dvé nezaporna cela Cisla m a n, z nichz aspon
jedno je navic rdzné od nuly.

- Nejvetsi spolecny délitel gcd(m, n) definujeme jako
nejvetsi celé Cislo, které déli obé Cisla m a n beze zbytku.

- Algoritmus pro jeho nalezeni popsal v knize ,Zaklady"

Euklides z Alexandrie zhruba ve tretim stoleti pred nasim
letopoctem.
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NSD - Euklid(v algoritmus

Algoritmus je zaloZzen na opakovanéem aplikovani vztahu
gcd(m, n) = gcd(n, m mod n), (1)

dokud zbytek m mod n neni roven 0.

Protoze gcd(m, 0) = m, je posledni hodnota m rovna
hledanému nejvetsSimu spolecnému déliteli.
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NSD - Euklidiv algoritmus (pokrac.)

Priklad

gcd(60, 24)
gcd(24, 60)
gcd(7,3)
gcd(3,7)
gcd(13,0)
gcd(0, 13)

gcd(24,12) = gcd(12,0) = 12

gcd(60,24) = gcd(24,12) = gcd(12,0) =12
gcd(3,1) = gcd(1,1) = gcd(1,0) = 1

gcd(7,3) = gcd(3,1) = gcd(1,1) = gcd(1,0) =1
13

gcd(13,0) = 13
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NSD - Euklidiv algoritmus (pokrac.)

Strukturovanéjsi forma zapisu - jednotlivé kroky vypoctu:
Krok 1 Jestlize n = 0 potom vrat hodnotu m jako vysledek
a skonci; jinak pokracuj Krokem 2.

Krok 2 Vydél ¢islo m cislem n, zbytek po déleni prirad do
r.

Krok 3 Prifrad hodnotu Cisla n do m, hodnotu cisla r do n.
Pokracuj Krokem 1.
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NSD - Euklidiv algoritmus (pokrac.)

Zapis pomoci pseudokodu:
Vstup : Dvé nezaporna cela Cisla m a n, z nichz aspon
jedno je nenulové
Vystup: Nejvétsi spolecny délitel cisel m a n, gcd(m, n)
while n # 0 do
r « m mod n;
m « n;
ner

—_

S~ W~

end
return m;

[ BN, |
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NSD - algoritmus postupnym délenim

- Algoritmus zalozZen prfimo na definici NSD — NSD déli obé
zadana Cisla m a n beze zbytku.

- NSD nemUze byt vétsi neZ mensi ze zadanych Cisel, takze
mlzZeme psat t = min(m, n).

- Pokud t déli obé cisla m a n beze zbytku, pak gcd(m, n) = t,

jinak Cislo t snizime o 1 a postup opakujeme.
- Kdy se algoritmus zastavi?

Priklad
Prom =60 an =24jet=min(60,24) = 24.

Algoritmus nejprve vyzkousi t = 24, pak t = 23 a tak dale az se
nakonec zastavi na Cisle t = 12.
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NSD - algoritmus postupnym délenim (pokrac.)

Strukturovanéjsi forma zapisu - jednotlivé kroky vypoctu:

Krok 1 Prirad do t hodnotu min(m, n).

Krok 2 Vydél Cislo m Cislem t. Jestlize zbytek po déleni je
roven 0, pokracuj Krokem 3; jinak pokracuj Krokem
4.

Krok 3 Vydél Cislo n Cislem t. Jestlize je zbytek po déleni

roven 0, vrat Cislo t jako vysledek a skonci; jinak
pokracuj Krokem 4.

Krok 4 Sniz hodnotu Cisla t o 1a pokracuj Krokem 2.
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NSD - algoritmus postupnym délenim (pokrac.)

Algoritmus v této podobé nefunguje spravng, pokud je
jedno z Cisel m a n rovno 0. Cislo t by mélo hodnotu 0
a doslo by k déleni nulou.

Pozadavky na hodnoty vstupujici do algoritmu je nutno
peclivé specifikovat!
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NSD - algoritmus rozkladem na prvocinitele

Krok 1 Proved rozklad cisla m na prvocinitele.
Krok 2 Proved rozklad cisla n na prvocinitele.

Krok 3 Najdi vSechny spolecné prvocinitele v rozkladech
ziskanych v Kroku 1 a Kroku 2.
Pocet vyskytl spolecného prvocinitele p je roven

Min(p Py

kde p,, resp. p, je pocet vyskytil p v rozkladu cisla
m resp. n,

Krok 4 Spocitej soucin vsech spolecnych prvocinitell
a tento soucin vrat jako vysledek.
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NSD - algoritmus rozkladem na prvocinitele (pokrac.)

Priklad
Prom = 60 a n = 24 bude pribéh algoritmu nasledovny:

60 = 22.3'".57
24 = 23.37
gcd(60,24) = 22.37
= 12
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NSD - algoritmus rozkladem na prvocinitele (pokrac.)

Popsany algoritmus je vypocetné mnohem narocnéjsi nez
Eukliddv algoritmus.
Nalezeni NSD pomoci rozkladu na prvocinitele

- rozklad cisla neni ,jednoznacna instrukce”,
Pro rozklad na prvocinitele je totiz nezbytny seznam
prvocisel.

Krok 3 také neni zrejmy - jak nalézt spolecné prvky
v prvociselnem rozkladu? Jak nalézt spolecné prvky ve
dvou setfidénych seznamech cisel?
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Eratosthenovo sito

- ReSeni problému nalezeni v3ech prvocisel mensich nebo
rovnych cislu n, kde n > 1.

- Plvod v Recku, cca 200 let pred nasim letopoctem.

- Nejprve si vytvorime seznam vSech pfirozenych cisel od 2
do n.

- Postupné bereme Cisla, které z(stavaji v seznamu
a vylucujeme jeho nasobky.

- Timto zpUsobem pokracujeme dokud, nelze ze seznamu
vyloucit zadné dalsi Cislo.

- Cisla, ktera zlstala v seznamu jsou hledana prvocisla.
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Eratosthenovo sito (pokrac.)

Priklad
Pro n = 25 dostavame

2345678910 11213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25
23 5 7 9 1 13 15 17 19 21 23 25
23 5 7 1 13 17 19 23 25
23 5 7 1 13 17 19 23
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Eratosthenovo sito (pokrac.)

Zastaveni algoritmu

- V prikladu jsme jako posledni vylucovali nasobky cisla 5.

- Jaké bude, pro dané n, nejvétsi Cislo p jehoZ nasobky
budeme ze seznamu vylucovat?

- Prvni nasobek bude p - p, tj. p%.

- VSechny nizsi nasobky 2p, 3p, ...,(p - 1)p jiz byly
eliminovany jako nasobky jinych cisel: 2p jako nasobek 2,
3p jako nasobek 3 a tak dale.

- Dale je zfejmé, Ze p? < n a tudiz p = |y/n], kde x| zna&i

nejblizsi mensi prirozené Cislo k Cislu x.
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Eratosthenovo sito (pokrac.)

Vstup : Prirozené Cislo n > 1

Vystup : Pole L obsahujici vSechna prvocisla < n

1 forp « 2tondo
| Alp] < p;

end

4 for p « 2to|/n] do

5 if A[p] # 0 then

6 j < p%

7 while j < n do

8
9

w N

Al < 0;
J<i+p;
10 end

1 end
12 end

/] p nebylo dosud vylouceno
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Eratosthenovo sito (pokrac.)

13 // Cisla, ktera nebyla z pole A vyloucena, okopirujeme
do pole L

14 | « 0;

15 for p « 2ton do

16 if A[p] # 0 then

17 L[i1 < Alp];
18 [ «—i+1;

19 end

20 end
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NSD - algoritmus rozkladem na prvocinitele

- Zaclenénim Eratosthenova sita dostavame pro vypocet
nejvetsiho spolecného délitele pomoci prvociselného
rozkladu regulérni algoritmus.

- Zbyva vyresit problém, kdy jedno nebo obé Cisla, pro nez
pocitame nejvétSiho spolecného délitele, je rovno 1.
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Co je to algoritmus. Strategie reSeni problému
pomoci algoritmu. Vyznamné typy feSenych
problémd.

Zaklady algoritmického reseni problémiu



Zaklady algoritmického feseni problému

- Algoritmy povazujeme za proceduralni, konstruktivni
zpUsob rfeseni daného problému.

- Algoritmy nejsou rfeSenim problému samy o sobég, ale jsou
navodem jak reseni ziskat.

- Informatika vs. matematika — neexistence ,nekonecné
malého €“ ,limity pro n jdouciho k nekonecnu®.

- Podobnost informatiky a staroreckeho pojeti geometrie -
reSeni pomoci ,pravitka a kruzitka“ konecny pocet krokd.
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Proces navrhu a analyzy algoritmu

[ Porozumeéni problému ]

l

Rozhodnuti o:
vypocetnim zafizeni
exaktnim nebo aprox. algoritmu
technice navrhu algoritmu

*{ Navrh algoritmu }—

—[ Dukaz spravnosti }

[ Analyza algoritmu ]—

|

[ Implementace ]
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Porozuméni problému

- Na prvni pohled banalita — nespravné porozumeéni se
mUze vymstit = nutnost algoritmus prepracovat.

- ReSeni ukazkovych pfipadu, specialni pfipady resent.

- Vstupni data definuji instanci problému. Definice
pripustnych vstupnich dat.

- Spravny algoritmus musi pracovat spravné pro vSechna
pripustna vstupni data, ne jen pro vétsinu.

- Znalost odborné literatury vyhodou - typické problémy
a jejich typicka reseni.

- Neni tedy vzdy nutné ,vynalézat znovu kolo®,

- Pro vybér vhodného algoritmu je dobré znat jejich silné
i slabé stranky.
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Vypocetni zarizeni

- Vypocetni zafizeni — pocitac nemusi byt jen ,notebook”,

- Paralelni vypocetni zafizeni - vicejadrové procesory,
akceleratory CUDA, paralelni superpocitace.

- Dosud prevazuje von Neumannova architektura (John von
Neumann 1946).

- V dalSim vykladu se budeme zabyvat sekvencnimi
algoritmy na von Neumannové architekture.

- Random Access Machine (RAM) - teoreticky model von
Neumannovy architektury pocitace.

58/398



Vypocetni zafizeni (pokrac.)

- Pro navrh algoritmu a zkoumani jeho efektivity je vhodneé
vyuzit RAM — HW a SW nezavislost.

- Prakticka implementace - je nutné brat v Gvahu HW a SW
omezeni konkrétniho pocitace.

- Predpoklad dostatecného vykonu pouzitého pocitace.
Pocitacovy ,pravek”.
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Vypocetni zafizeni (pokrac.)

,The real problem is that programmers have spent far too
much time worrying about efficiency in the wrong places and
at the wrong times;

premature optimization is the root of all evil

(or at least most of it) in programming.”

Donald Knuth, The Art of Computer Programming
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Presné vs. priblizné reSeni problému

- Exaktni algoritmus - poskytuje presneé reseni.
- Aproximacni algoritmus - poskytuje priblizné reseni.
Vyuziti aproximacnich algoritma:

1. Existuji dulezité problémy, které neumime presné resit,
napr. aerodynamické a hydrodynamické problémy.

2. Exaktni algoritmy jsou z podstaty problému nepfrijatelné
pomalé. Pomalost je zplisobena obrovskym pocet moznych
reseni, ne nekvalitnim algoritmem nebo implementaci.

3. Aproximacni algoritmus je soucasti sofistikovaného
exaktniho algoritmu.

Poznamka
Pokud nepotrebujeme striktné oddélit algoritmus pro presné
a pro priblizné reseni problému, privlastek exaktni obvykle

vynechavame.
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Techniky navrhu algoritmd

- Mame pohromadé vSe potrebné: pochopili jsme zadany
problém, zvolili vypocetni zafizeni a rozhodli zda
pouzijeme exaktni nebo aproximacni algoritmus.

- Jak postupovat pri navrhu algoritmu? Jakou pouZzit
techniku navrhu algoritmu?

Definice

Technika navrhu algoritmu (strategie navrhu algoritmu Ci
paradigma navrhu algoritmu) je obecny pfistup

k algoritmickému FfesSeni problémi, ktery je aplikovatelny na
mnozstvi problému z rdznych oblasti informatiky.
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Techniky navrhu algoritma (pokrac.)

Prinosnost technik navrhu algoritm
1. poskytuji navod, jak navrhovat algoritmy pro nove
problémy, pro které neni znam uspokojivy algoritmus, a

2. umoznuji prehledné klasifikovat nejriiznéjsi algoritmy

podle jejich zakladni myslenky.
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Techniky navrhu algoritma (pokrac.)

Mé&jme vSak na paméti, ze
- navrh konkrétniho algoritmu pro reSeni konkrétniho
problému miZe byt velice narocnym Gkolem,

- ne vSechny techniky navrhu algoritmu lze aplikovat na
konkrétni problém, nékdy je nutné techniky kombinovat,

- miZe byt obtiZzné rozpoznat na jaké technice navrhu je
algoritmus zalozen,

- i pokud je technika jasna, sestaveni algoritmu casto
vyzaduje netrivialni dsili a vynalézavost, avsak

- s pribyvajici vyvojarovou praxi se vSe stava snazsi a snazsi,
ale zridkakdy snadné.
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Techniky navrhu algoritma (pokrac.)

Vyznam datovych struktur

- vhodna datova struktura ma zasadni vyznam pro
navrhovany algoritmus — Eratosthenovo sito versus
Spojovy seznam

- nékteré z technik navrhu algoritm( silné zavisi na

strukture nebo na restrukturalizaci dat urcujicich instanci
reSeneho problému,

- Niklaus Wirth: ,Algorithms + Data Structures = Programs”
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Metody zapisu algoritmu pfi jeho navrhu

Prirozeny jazyk
- nemusi jit o pisemny zaznam - Ustné formulovana
myslenka

- mozné nejednoznacnosti — extrémni pfipad ,Zenu holi
stroj.”

- schopnost precizné formulovat myslenky, formulovat je
logicky spravné, definovat pojmy popisujicich problem,
pojmy zarazovat do myslenkoveho schématu atd.
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Metody zapisu algoritmu pfi jeho navrhu (pokrac.)

Pseudokod

- smés prirozeného jazyka a konstrukci podobnych
programovacim jazyk(m.

- obvykle presnéjsi a strucnéjsi nez prirozeny jazyk
- strucnéjsi zapis navrhovaného algoritmu

- existuje mnozstvi navzajem podobnych ,dialekt(”
pseudokodu
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Metody zapisu algoritmu pfi jeho navrhu (pokrac.)

Programovaci jazyk

- dalsi mozny zplsob zapisu

- tento zapis povazovan spise za implementaci
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Metody zapisu algoritmu pfi jeho navrhu (pokrac.)

Start

Vyvojovy diagram

Process 1

- angl. flowchart

no
Process 2b

- graficka forma zapisu
algoritmu o

Ot

Process 2a

- dnes jiz nepouzivano

Output
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Dukaz spravnosti algoritmu

Definice

Algoritmus povazujeme za spravny, pokud pro kazdy spravny
vstup poskytne v konecném case spravny vysledek. Pro
nespravny vstup neni chovani spravného algoritmu
definovano.

- Obvyklou metodou dikazu je matematicka indukce.

- DUkaz spravnosti vs. nespravnosti algoritmu
- Pro korektni diikaz spravnosti algoritmu nestaci prokazat
spravnost pro nékterou instanci problému, spravnost
musime umét prokazat pro vSechny instance problému,
a naopak
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Dukaz spravnosti algoritmu (pokrac.)

- jako diikaz nespravnosti algoritmu staci najit jedinou
instanci problému, abychom mohli algoritmus prohlasit
za chybny.

- Spravnost aproximacniho algoritmu - chyba vysledku
algoritmu, nepresahne predem definovanou mez.
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Analyza algoritmu - zkoumané vlastnosti

Spravnost - jiz vyreseno
Casova slozitost (angl. time complexity)

- Jak rychle algoritmus pracuje”

- rychlost nemérime casovymi jednotkami, ale mnoZstvim
provedenych instrukci algoritmu (stejny algoritmus na
rychlejsSim a pomalejsim HW)

Prostorova slozitost (angl. space complexity)

- ,Jak mnoho paméti algoritmus potrebuje”

- mérime v bytech a nasobcich
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Analyza algoritmu - zkoumané vlastnosti (pokrac.)

Jednoduchost (angl. simplicity)

- nelze exaktné definovat, na rozdil od sloZitosti,

- spiSe jde o subjektivni zalezZitost — krasa, elegance (NSD
Euklidovym algoritmem vs. rozklad na prvocinitele),

- jednodussi algoritmus — snazsi pochopit, implementovat,
patrné i mensi mnozstvi chyb,

- jednodussi algoritmus — nemusi mit nutné nizsi slozitost,

- pouziti — typicky prototyp SW. Pokud nevyhovuje - prechod
na algoritmus s nizsi slozitosti. Ale! ,Predcasna
optimalizace..
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Analyza algoritmu - zkoumané vlastnosti (pokrac.)

- terminologie - opak jednoduchosti neni ,sloZitost"
algoritmu, ale komplikovanost, nesrozumitelnost,
nevhodnost navrhu.

Obecnost

1. obecnost navrzeného algoritmického reseni - resit
problém velice obecné a nebo brat v Gvahu mozna
zjednodusSeni v konkrétnim pripadé?

- feSeni obecnéjsiho problému je leh¢i nez konkrétniho -
napr. nesoudélnost dvou Cisel, feSeni pres NSD, NSD je
obecnéjsi problém
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Analyza algoritmu - zkoumané vlastnosti (pokrac.)

- feSeni obecnéjsiho a konkrétniho problému na stejné
Urovni — napf. hledani medianu, feseni pres tridéni
(obecnéjsi) i konkrétni algoritmus

- feSeni obecnéjsiho je vyrazné narocnéjsi - napr.
kvadraticka rovnice ax? + bx + ¢ = 0 versus obecna
algebraicka rovnice n-tého stupné.

2. obecnost instance problému - navrh algoritmu by mél
zpracovat vsechny rozumné ocekavatelng, prirozeng,
instance problemu.

- U NSD neni prirozené vyloucit Cislo 1, ale

- u kvadratické rovnice vétSinou predpokladame, ze a, b a c
jsou realna Cisla — obecnéji lze brat i Cisla komplexni.
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Analyza algoritmu - zkoumané vlastnosti (pokrac.)

Pokud nejsme spokojeni se sloZitosti nebo jednoduchosti
navrhu Ci obecnosti algoritmu?

Nezbyva nic jiného nez se vratit na zacatek, sednout si za stiil,
vzit do ruky tuzku a papir a premyslet, kreslit, hledat
v literature a tak dale.

,Konstruktér vi, kdy dosahl dokonalosti. Ne v okamziku, kdy jiz
neni co pridat, ale v okamziku, kdy jiz neni co odebrat.”

Antoine de Saint-Exupéry
,Keep It Simple, Stupid!
Kelly Johnson

76/398



Kodovani algoritmu

- Opét podcenovana faze - ,Algoritmus mame vymysleny,
tak ted to jenom prepiseme do pocitace a mame hotovo.”

- Algoritmus implementujeme bud nespravné nebo
neefektivné nebo dokonce nastanou obé moznosti
najednou.

-V praktickém Zivoté - spravnost program( je ovérovana
testovanim.

- Testovani program( je ,umélecké femeslo”

- Dalsi kritické misto - vstup dat.

- Skola - vstupni data definuji korektn instanci feSeného
problému.
- Praxe — otazku kontroly vstupnich dat je nutno resit.
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Robustnost algoritmu

Definice

Algoritmus povazujeme za robustni, pokud je spravny a pro
kazdy nespravny vstup vyda hlaseni o chybé a je schopen se
z chyby zotavit.

Robustnost\

Spravnost
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Efektivita implementace

- Spravnost implementace algoritmu je nezbytnost.

- Ale i spravnou implementaci lze provést neefektivng,
vykon pocitace neni vyuzit tak, jak by mohl byt.
- Optimalizace kodu:
1. manualni - vypocet invariantu cyklu, nahrazeni spolecnych
podvyrazd proménnou.
2. automaticka - algoritmy optimalizace zabudované do
kompilatord, napf. pfidélovani registrd.
- Optimalizaci kodu lze zlepsit efektivitu programu o néjaky
konstantni faktor, napr. 10%.

- Pro radikalni, radove, zlepseni je nutné implementovat
algoritmus s nizsi sloZitosti.
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Efektivita implementace (pokrac.)

- Hledani stale lepSiho a lepSiho algoritmu zajimavé
mentalni dobrodruzstvi...

- Otazkou je kdy prestat. Dokonalost je drahy luxus.
InZzenyrsky pristup — zdroje alokované pro projekt.

- Akademicka otazka optimality algoritmu: ,Jaka je nejmensi
mozna slozitost jakehokoliv algoritmu, ktery vyresi dany
problém?*

- Napriklad sekvencni algoritmus pro tridéni pole s n prvky
- minimalné n log, n porovnani.

- Lze kazdy problém resit algoritmem? Nerozhodnutelné
problémy - nelze je resit jakymkoliv algoritmem
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Efektivita implementace (pokrac.)

- Nastésti vétsSinu problém( z praktického Zivota lze
algoritmicky resit.

Dobry algoritmus je vysledkem opakovaného usili
a nékolikanasobného prepracovavani.
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Co je to algoritmus. Strategie reSeni problému
pomoci algoritmu. Vyznamné typy feSenych
problémd.

Dalezité typy problém



Dulezité typy problému

- Tridéni

- Vyhledavani

- Zpracovani fetézcl

- Grafové Ulohy

- Kombinatorické ulohy
- Geometrické tlohy

- Numerické Ulohy
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Trideni

- Tridéni v informatice - preusporadani prvk( do neklesajici
posloupnosti. Srovnej s tfidénim odpadu.

2 e v

- Mezi prvky musi byt definovana relace usporadani Cili
vztah ,mensi nebo rovno® <.

- V praxi tridime Cisla, fetézce Ci strukturovanée zaznamy.

- U zaznamu musime definovat klic¢ tj. cast zaznamu pole
které tfidime pro kterou je definovano usporadani. Klic

nemusi byt definovan explicitng, napf. u Cisel je jim Cislo
samo.
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Usporadani

Definice
Méjme binarni homogenni relaci p € A x A na mnoziné A.

- Relaci p nazyvane (neostré) castecné usporadani, jestlize
je soucasné reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.

- Relaci p nazyvame (neostré) Gplné usporadani, jestlize je
soucasné reflexivni, antisymetricka, tranzitivni a Uplna.

- Relaci p nazyvame (Castecné) ostré usporadani, jestlize je
souCasné asymetricka (a tedy i antisymetricka a ireflexivni)
a tranzitivni.

- Relaci p nazyvame Uplné ostré usporadani, jestlize je
soucasné asymetricka (a tedy i antisymetricka
a ireflexivni), tranzitivni a souvisla.
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Usporadani - poznamky

- Neostré usporadni standardné znacime <, ostré
usporadani pak <.

- Misto oznaceni castecné usporadani pouzivame nékdy jen
usporadani.

- Misto terminu Gplné usporadani se pouziva i termin
totalni ¢i linearni usporadani.

- Je-li < usporadani na mnoziné A, pak relacnimu systému
(A, <) fikame usporadana mnozina (angl. poset - partially
oredered set). Uplné uspofadané mnoziné fikame fetézec
(angl. chain).
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Usporadani - poznamky (pokrac.)

- Dva rlzné prvky x, y jsou porovnatelné v usporadani g,
jestlize plati (x < y) v (y < x). V opacnem pripadé jsou
prvky neporovnatelné. V Gplném usporadani jsou kazdeé
dva prvky porovnatelné.

- Priinik usporadani je opét usporadanim. Sjednoceni
usporadani nemusi byt obecné usporadanim.

- Vztah mezi ostrym a neostrym usporadanim je mozno
zapsat takto: " <" = "<" u " =" tj. pfidanim identické
relace (,rovnosti“) k ostrému usporadani.
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Pouzité vlastnosti binarnich homogennich relaci

Pouzité vlastnosti relace p CAxAVx,y,z € A:

- reflexivita: xpx,

- ireflexivita: =(xpx),

- asymetrie: xpy = ypXx,

- antisymetrie: Xpy Aypx = X =y,
- tranzitivita: xpy Aypz = xpz,

- souvislost: [x #y = xpy Vv ypx],

- Uplnost: xpy Vv ypx.
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Hassellv diagram

Relaci usporadani standardné znazornujeme pomoci Hasseova
diagramu, ktery

- reprezentuje relaci bezprostredniho predchazeni bez
tranzitivnich hran, ktera je stejna pro ostré i neostré
usporadani a ktery

- odpovida orientovanému grafu, kde jsou vsechny hrany
orientovany zdola nahoru.

Priklad
{a, b} o . P
Hasseuv diagram pro relaci usporadani
{a}/ \{b} byt pqdrrjnoéinou“ na’ mnoziné {a, b}.
Tranzitivni hrana, ktera se bézné
AN & / nezobrazuje, je zobrazena teckovane.
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Castecné usporadani - priklad

Pro libovolnou mnozZinu A miZzeme definovat na mnoziné jejich
podmnozin P(A) usporadani < inkluzi: X < Y pokud X € Y, kde
X,Y € P(A).

Takto definované usporadani neni Uplné ale pouze castecné,
protoze v ném existuji neporovnatelné prvky.

Priklad
(|, . ¢} VA={l,-e ¢}jsou
P N neporovnatelnymi prvky
e} me} {4 - véechny jednoprvkové

{L} ><{ }X {l} podmnoziny mezi sebou a
\ | - vSechny dvouprvkové
@ podmnoziny mezi sebou.
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Uplné usporadani - pfiklad

- Obvykla relace < na mnoziné prirozenych,

celych, racionalnich a realnych cislech je
uplné usporadani.

- Abecedni, lexikograficke, usporadani retézcl

je také Uplné usporadani.

- Spravné seskladané matrjosky jsou Uplné

usporadané pomoci relace ,byt uvnitr” Ale
pouze za predpokladu, Zze do zadné babusky
se nesmi vejit vice mensich vedle sebe -

v tom pripadé dostavame pouze castecneé
usporadani.
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Tridéni - vyuziti

- Setridény seznam hodnot je pozadovanym vystupem -
vysledkova listina zavodu, vysledky vyhledavani na
internetu.

- Pro nékteré tlohy se resi lépe pro setfidény vstup -
typicky vyhledavani. Telefonni seznam. Geometrické tlohy.
Komprese dat. Hladové algoritmy.
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Definice tridiciho problému

- Predpokladejme posloupnost prvki A = a,,a,,...a,.
Ukolem tfidéni je nalézt permutaci m : N = N takovou, ze
a, <4a, pro vSechna1<i<n.

- Permutaci m nelze nalézt pfimo, permutaci n prvkd je n!.

- Tridici algoritmy budeme chapat jako algoritmy, které
postupné konstruuji permutaci m, napfiklad porovnavanim

a vyménou prvka.
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Definice tridiciho problému - priklad

Mgjme posloupnost A = ebfcda a obvyklé abecedni
usporadani pismen. Hledana permutace je

"_123456
“\'6 2 45 1 3

Potom

Ay <0 <0y <@ <0 <a
G,<0,<0,<0; <0, <0y

a<b<c<d<e<f

93/398



Trideni

- Tridicich algoritmi byla vyvinuta cela rada. Neexistuje
jeden univerzalni algoritmus pro vSechny situace.

- jednoduché a pomalé vs. komplexni a rychlg,
- nahodna vs. témér setrfidéna posloupnost na vstupu
- vnitfni pamét vs. vnéjsi pamét.
- Mame-li dano n prvkd, minimalni pocet porovnani je
nlog, n pro sérioveé algoritmy zalozené na porovnani
a vymene.

94/398



Tridéni (pokrac.)

- Stabilni tfidéni - zachovava vzajemné polohy prvku.
Jestlize mame ve tridéné posloupnosti dva prvky se
shodnym klicem na pozicii a j, kde i < j, pak po setfidéni
budou tyto prvky na pozicich i” aj’, kde i’ <j'.

Napovéda: sledujte vzajemné polohy oranZovych a zelenych cisel.

Algoritmy tridici pomoci vymén na velkou vzdalenost jsou
obvykle rychlejsi, ale zase nejsou stabilni.
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Tridéni (pokrac.)

- Tridéni in-situ - tridici algoritmus si vystaci jen se paméti
pro ulozeni prvkd plus pfidavna pamét konstantniho
rozsahu tj. tato pamét nezavisi na poctu tridénym prvkd,
typicky proménné pro prichod cyklem, logické priznaky
atd.

- Prirozené tridéni - slozitost tfidiciho algoritmu roste
s mirou nesetridénosti vstupnich dat.
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Mira nestfidénosti posloupnosti dat

- Cilem je najit méritko nesetridénosti, ,rozhazenosti,
posloupnosti n prvk(, které mame tridit.

- Setfidéné posloupnosti by méla odpovidat nulova
nesetridénost.

- Posloupnosti setfidéné v opacnem poradi by méla
odpovidat maximalni nesetridénost.

- Ostatni posloupnosti by se mély pohybovat mezi témito
krajnimi moznostmi
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Mira nestfidénosti permutace

- Permutace cisel 1...n.
- Identicka permutace - nulova nesetridénost

(123456
id"\1 2 3 4 5 6
- Obracena permutace — maximalni nesetridénost

n_123456
ree "\'6 5 4 3 2 1

- Nesetfidénost permutace budeme méfit poctem inverzi
dané permutace.
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Inverze v permutaci

Definice
Méjme permutaci m: N = N. Inverze v permutaci i je dvojice
prvkl i,j takova, Ze i < j a zaroven m; > ;.

Inverzi v permutaci mizeme volné interpretovat tak, ze ,na
mensim indexu je vétsi prvek a soucasné na vétsim indexu je
mensi prvek”

Priklad

VSechny permutace v i
(1 2 3 4) 1<2A4>1  1<btAk>2
4 1 3 2 1<3A4>3 3<4A3>2
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Pocet inverzi v permutaci

- Identicka permutace - celkovy pocet inverzi je nulovy
- Obracena permutace

Prvek Inverze s prvky Pocet inverzi
n n-1,n-2,n-3,..,1 n-1
n-1 n-2,n-3,..,1 n-2
3 2,1 2
2 1 1
1 - 0

Celkovy pocet inverzi je roven

(n—1)+(n—2)+---+2+1+0=%n(n—1)
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Primérny pocet inverzi v permutaci

- Oznacme C, celkovy pocet inverzi ve vSech permutacich n
prvkl. Nejprve odvodime vztah mezi C, a C, _,.

- Uvazujme vSechny permutace n - 1 prvkd. Ke vSem témto
permutacim pridame n za posledni prvek permutace.
Pocet inverzi se nezvysi a bude roven C, _,.

- K permutacim n - 1 prvkd prfidame n za predposledni
prvek permutace. PoCet inverzi se zvysi o jednu pro kazdou
permutaci, tedy C,_, +1-(n-1)!

- AZ nakonec k permutacim n - 1 prvk( pfidame n pred
prvni prvek permutace. Pocet inverzi se zvysi o n -1 pro
kazdou permutaci, tedy C,_, +(n-1)(n - 1)!

101/398



Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.)

Proto
¢, = C_, + O0-(n-1) +
C,y *+ T1-(n-1) o«
Coy *+ 2:(n-1) +
C,.y *+ (n=T)(n-1)
Odtud

C, = nC,,+[0+1+-+(n-1)]n-1)
= nC,_, +[%n(n—1)](n—1)!

= nC +l(n—1)n!

n-1 2
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Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.)

Prumerny pocet inverzi I, je roven

;G
n"opt”

Odtud dosadime C, = nll_ resp.C,_, = (n-1)4__,a dostavame

n'l_ n(n-"14_, + %(n - 1)n!

1
nl_, + E(n -1)n!

n

Po vykraceni n! dostavame
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Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.)

Rozepiseme vztah pro I,

1 1
In In—2 + E(n —2)+ E(n - 1)
1 1 1
In_3+§(n—3)+§(n—2)+ E(n—1)

I_’.+%(n—i)+---+%(n-2)+%(”'1)

n

Dale vime, Ze jednoprvkova permutace nemuize mit inverzi,
tudizl, = 0.
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Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.)

Nyni hledame takové i, aby vyraz n - i vindexu I__; byl roven 1.
Zrejmé i =n-1a proto

= heny* 0= (= D]+ S[n-(1=2)] s+ S(n-2)+ 2n - 1)

= I1+§-1+§-2+~--+§(n—2)+§(n—1)
= I1+1{1+2+-"+(n—2)+(n—1ﬂ

= 1+ 2 [3n(n-1)]

1
= I1+Zn(n—‘l)
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Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.)

A protoze I, = 0 dostavame konecné

n

1
la= -1
4”(” )

Shrnuti - pocet inverzi v permutaci n prvki

Minimum 0
Primér wn(n-1)
Maximum Inin-1)

2
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Vyhledavani

- Zakladni Gloha - nalezeni prvku a v dané mnoziné M, Ci
multimnoziné.

- Matematicky - plati a € M resp. a ¢ M?

- Matematika neresi slozitost této operace.

- AlgoritmU pro vyhledavani existuje cela rada - sekvencni,
pllenim intervalu, hasovani...

- Neexistuje optimalni algoritmus pro vSechny situace,
algoritmy maji rizné predpoklady - vice paméti pro
rychlejsi praci, setridéné pole...

- DlleZité aspekty:

- vzajemny pomér operaci vyhledavani, vkladani a mazani
prvku z mnoziny — prevazuje vyhledavani nebo je pomér
vyrovnany?

- organizace velmi velkych dat
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Zpracovani retézcu

- Retézec - posloupnost znakl z dané abecedy.
- Typickeé priklady retézcU:
- textové retézce, abeceda slozena z pismen, Cislic
a interpunkce
- bitove retézce slozené z 0 a 1 nebo
- genové fetézce slozené ze znakl A, C,GaT
- Vyuziti
- zpracovani textd,
- komprese dat,
- programovaci jazyky a kompilatory nebo
- vyhledavani v fetézcich (pattern matching) - hledani
jednoho retézce, vzorku, ¢i vzork( v jiném fetézci. Trivialni
priklad - Ctrl+F v textovém editoru.
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Vyhledavani v textu - Pattern Matching

- Pri vyhledavani v textu zjistujeme, zda dany vzorek/vzorky
(pattern) odpovida, shoduje se, s ¢asti v daného textu.
Mizeme take Fici, ze hledame vyskyty vzorku v textu.

- VyuZziti:

- v textovych editorech (pohyb v editovaném textu, zaména
retézcl),

- v utilitach typu grep, které umozni najit vsechny vyskyty
zadanych vzork( v mnoziné textovych soubord,

- vyhledavani na webu,

- pfi zkoumani DNA,

- pri analyze obrazu, zvuku apod.
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Vyhledavani v textu - klasifikace vyhledavacich algoritm

Predzpracovani textu
ne ano
;2 indexové metody, typicky webo-
§ @ vyhledavani vé vyhledavace, obecné jsou to
= hrubou silou tzv. Information Retrieval Sys-
\(©
3 tems
(&)
o
o
o okrocilé
2 2 POHIBERS signaturové vyhledavaci
(SRS vyhledavaci
. metody
algoritmy
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Vyhledavani v textu - dalsi kritéria rozdéleni

Pocet hledanych vzorkid - jeden, konecny pocet nebo
nekonecny pocet vzork(
Pocet vyskytl — prvni vyskyt, vSechny vyskyty
Zplsob porovnavani - presné vyhledavani versus pfiblizné
vyhledavani, kdy jsou povoleny odchylky mezi
vzorkem a textem napf. jeden znak se mize liSit
Smér vyhledavani - v textu obvykle postupujeme od nizsich
index( k vysSim, ,zleva doprava“
- sousmeérneé algoritmy - vzorek je prochazen
stejnym smérem
- protismérneé algoritmy — vzorek je prochazen
opacnym smerem.
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Vyhledavani v textu - oznaceni

V dalsim textu budeme pouzivat nasledujici oznaceni:
- p hledany vzorek, p = pyp, ...p,,_;, kde |p| = m je délka
vzorku,

- t prohledavany text, t = tyt, ...t ,, kde [t| = n je délka
vzorku,

- ¥ - abeceda z nizZ je sestaven vzorek i text,
- 0 - velikost abecedy 5 (o = |Z]),

. Cn - oCekavany pocet porovnani potfebnych k vyhledani
vzorku v textu délky n.
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Grafové ulohy
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Charles Sanchez
- Graf - neformalné mnozina bodd, vrchold, z nichz nékteré
jsou propojeny Useckami, hranami.

- Vyuziti - reprezentace dopravnich siti, projektoveho rizeni,
socialni sité, elektrické sité atd.
- Zakladni tlohy:
- prichod grafem - lze se dostat do vSech vrchold grafu
- nejkratsi cesta — nejkratsi cesta mezi dvéma meésty
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Grafové Ulohy (pokrac.)

- topologické tfidéni - organizace projektu, cinnosti musi na

sebe navazovat, lze néco délat soubézné?
- Vypocetné slozité ulohy

- Problém obchodniho cestujiciho (traveling salesman
problem, TSP) - Gkolem je najit nejkratsSi cestu mezi n
meésty, pficemz kazdé lze navstivit pravé jednou. Logistika,
vyroba mikroCipd.

- Problém barveni grafu — Gkolem je najit nejmensi pocet
barev vrcholl tak, aby Zzadné dva vrcholy spojené hranou
nemeély stejnou barvu. Planovani — udalosti odpovidaji
vrcholl, hrany spojuji udalosti, které nelze vykonavat
soucasng, reSeni problému barveni grafu poskytuje
optimalni rozvrh.

114/398



Kombinatorické ulohy

- Podstata Uloh - nalézt permutaci, kombinaci Ci
podmnozinu z dané mnoziny objektl, ktera splnuje urcita

omezeni a pripadné maji néjakou dalsi vlastnost napr.
minimalizace resp. maximalizace néjakeé funkce.

- Problém obchodniho cestujiciho - poradi navstivenych
mést je permutace, minimalizovana funkce je celkova
vzdalenost.

i praktickeho pohledu:
- pocet moznych kandidatl feSeni (napf. permutaci) roste
velice rychle a dosahuje obrovskych hodnot uz pro stfedné
velké problémy
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Kombinatorické Glohy (pokrac.)

- neniznam algoritmus pro nalezeni presného reseni
v prijatelném case a
- dokonce se nevi jestli takovy algoritmus existuje,
predpoklada se Ze ne.
- Nékteré kombinatorické problémy ale lze resit efektivné —
napr. hledani nejkratsi cesty.
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Geometrické ulohy

- Zpracovavaji body, tsecky, mnohothelniky a podobné
objekty.
- Jsou to vlastné prvni algoritmy - euklidovska geometrie,
konstrukce ,pravitkem a kruzitkem*,
- Vyuziti:
- pocitacova grafika,
- pocitacoveé hry,
- robotika,
- medicina.
- V nasem predmetu:
- problém nejbliz3i dvojice bodl - mnozina bodd v roving,
najit dva body s minimalni vzdalenosti,
- konvexni obal mnoziny bodd — nalézt nejmensi konvexni
mnohoUhelnik obsahujici dané body.

117/398



Numerické Glohy

- ReSeni soustav rovnic, vypocet hodnot funkci, uritych
integrald atd.
- VétSina téchto Uloh vyzaduje pocitani s realnymi Cisly.
Typicke problémy:
- pocita¢ umi zachytit jen omezeny rozsah Cisel (ne o)
a s omezenou presnosti (%,IT) a
- kumulace zaokrouhlovacich chyb.
- Védeckotechnickée vypocty - klasicka aplikace prvnich
pocitacll. InZenyrské aplikace.
- Dnes - ukladani a analyza dat, navigace, logistika....
- V nasem predmeétu — nékolik typickych tloh, reseni
soustavy rovnic, matice.
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Co je to algoritmus. Strategie reSeni problému
pomoci algoritmu. Vyznamné typy feSenych
problémd.

Zakladni datove struktury



Zakladni datoveé struktury

- Datovou strukturu mizeme definovat jako zplsob
organizace vzajemneé souvisejicich dat.

- Jakou pouzit datovou strukturu silné zavisi na reseném
problému.
- Existuje nékolik zvlasté dulezitych datovych struktur:
- linearni datové struktury — pole, spojovy seznam, zasobnik,
fronta, prioritni fronta
- graf
+ strom
- mnozina
- slovnik
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Pole (Array)

- Konecna posloupnost n hodnot ulozenych ve spojitém
Useku paméti.
- Pristup pomoci indexu, nahodny pristup s konstantni
casovou slozitostl.
- Index:
- nezaporné celé cislo,
- pole s n hodnotami ma rozsah index( vzdy 0, ...,n - 1

\ alo] \ al1] \ \ aln-1]

- Vyuziti:
- primo — vektory, buffery,
- zaklad pro dalsi datove struktury - fetézce, matice atd.

120/398



Seznam (Linked list)

Charakteristika Head
- nejobecnéjsi linearni §
datova struktura,

- operace nejsou striktné =
urceny, . .]

- existuje mnoho variant.

Atributy

- atributy seznamu zavisi na konkrétni implementaci,

- v nejjednodussim pripadé jen nutny odkaz na prvni prvek
seznamu, tzv. hlavu seznamu.
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Seznam (Linked list) (pokrac.)

Varianty seznamu
- jednosmérny seznam (singly linked list) - nejjednodussi
varianta, odkaz pouze na naslednika,

- obousmérny seznam (doubly linked list) - polozka
obsahuje odkaz na predchidce i naslednika,

- kruhovy seznam (circular list) - hlava a ocas seznamu
splyvaji.
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Seznam - jednosmérny seznam

- slozen z polozek (items),

- polozky obsahuji data a odkaz na dalsi polozku,
- kazda polozka odkazuje na nasledovnika,

- k polozkam lze pristupovat sekvencné,

- pfimy pristup na zakladé indexu je slozity (priichod
cyklem),

- pohyb seznamem dozadu je také problém,

- konec seznamu - specialni odkaz ,nikam* vétSinou
pojmenovan nil, NULL, nullptr ¢i Nothing.
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Seznam - jednosmérny, jen hlava seznamu

Head

o
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Seznam - jednosmérny, hlava i ocas seznamu

Head —

Tail

10
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Seznam - jednosmérny, kruhovy

Head
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Seznam - obousmeérny, jen hlava seznamu

5 | o]
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Seznam - obousmérny, hlava i ocas seznamu

Head —ﬂ
Tail

{

3
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Seznam - obousmérny, kruhovy

=y *
e

{
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Zasobnik (Stack)

Charakteristika PUSh Pop

- princip last-in, first-out,
LIFO

- prvek, ktery byl vlozen
posledni, je jako prvni ze
zasobniku vyzvednut

JoOU

Atributy

- prvky vkladame na tzv. vrchol zasobniku (stack pointer).

- prvné vlozeny prvek se nazyva dno zasobniku (stack
bottom)
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Zasobnik - operace

Zakladni operace

- Push - vlozeni prvku na vrchol zasobniku

- Pop - vyjmuti prvku z vrcholu zasobniku

- ISEmpty - test prazdnosti zasobniku

- Top - vrati prvek z vrcholu zasobniku bez jeho vyjmuti

DalSi mozné operace

- Init — inicializace zasobniku

- Clear - vyjmuti vSech prvk( ze zasobniku

- IsFull - test, zda je zasobnik plny (pouze pro zasobnik
s omezenou kapacitou)

Spravné implementované operace maji konstantni casovou
slozZitost O(1), tj. jejich ¢asova slozZitost nezavisi na poctu prvki /
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Zasobnik - vizualizace

N
-/
N
>
J

Push(A) Pop() Push(K)
Push(B) Pop() Push(G)
Push(C) Push(H)

Push(E)
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Zasobnik - chybové stavy

- Pokud provedeme operaci Pop na prazdném zasobniku
nastava tzv. podteceni (stack underflow).

- Pokud neni mozné pridat dalsi prvek, nastava tzv.
preteceni (stack overflow).
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Zasobnik - vyuziti zasobniku

- volani funkci (metod)

- vyhodnocovani aritmetickych vyrazl

- odstranéni rekurze

- zasobnikové orientované jazyky, napriklad PostScript, PDF

- testovani parity zavorek, HTML/XML znacek
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Fronta (Queue)

Charakteristika
- . Enqueue
- princip first-in,

first-out, FIFO l
- prvek, ktery byl vlozen UUUUU )

prvni, je také jako prvni
z fronty vyzvednut Dequeue U

Atributy

- prvni prvek se nazyva hlava fronty (head),

- posledni prvek se nazyva ocas fronty (tail).
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Fronta — operace

Zakladni operace

- Enqueue - vlozeni prvku na konec fronty

- Dequeue - vyjmuti prvku ze zacatku fronty

- Peek - vrati prvek ze zacatku fronty bez jeho vyjmuti
- ISEmpty - test zda je fronta prazdna

DalSi mozné operace

- Init - inicializace fronty

- Clear - vyjmuti vSech prvk( z fronty

- IsFull - test, zda je fronta zaplnéna (pouze u fronty
s omezenou kapacitou)

Spravné implementované operace maji konstantni casovou
slozZitost O(1), tj. jejich ¢asova slozZitost nezavisi na poctu prvki
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Enqueue(A) Dequeque() Enqueue(K)
Enqueue(B) Dequeque() Enqueue(G)
Enqueue(C) Enqueue(H)

Enqueue(E)
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Fronta — chybové stavy

- Pokud provedeme operaci Dequeue na prazdneé fronté
nastava tzv. podteceni (queue underflow).

- Pokud neni mozné pridat dalsi prvek, nastava tzv.
preteceni (queue overflow).
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Fronta — vyuziti

- tiskova fronta u sdilené tiskarny

- planovac v operacnim systému (vice bézicich procesl na
jednoprocesorovém pocitaci = procesy se musi stridat)

- obsluha uzivatell na serverech obecné
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Prioritni fronta (Priority Queue)

Charakteristika

- feSeni Ulohy ,Vyjmi z mnoZiny nejvétsi

prvek a zpracuj ho*
5 . . . Enqueue |3
- na rozdil od obycejné fronty se

k prvkiim vaze jesté priorita, |
- pro prvky se stejnou prioritou FIFO, )
- prvek s vyssi prioritou predbiha ty Dequeue
s nizsi prioritou a odchazi z fronty
drive
Implementace

- pomoci pole nebo setfidéného pole,

- efektivnéji pomoci datové struktury zvané halda (heap).
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Neorientovany graf

Definice

Neorientovanym grafem
nazyvame dvojici G = (V, E), kde V
je konecna neprazdna mnozina
vrchold, E je mnozina
jednoprvkovych nebo
dvouprvkovych podmnozin V.
Prvky mnoziny E se nazyvaji
hrany grafu.

Priklad
G=(V,E)
V = {112’3’4’516}

E={{n,2}, {1,3}, {1,5} {n,6}{2,3}, {2, 4}, {3, 4}, {4,5},{4,6}}
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Hrany v neorientovaném grafu

Méjme hranu e € E, kde e = {u, v}.

- O hrané e rikame, Ze spojuje vrcholy u a v.

- Vrchollim u a v fikame krajni vrcholy hrany e.

- Dale fikame, ze vrcholy u a v jsou incidentni (nebo, ze
inciduji) s hranou e. A obdobné, Ze hrana e je incidentni
svrcholy u av.

- ProtoZe hrana e spojuje vrcholy u a v fikame, o nich Ze
jsou to sousedni (sousedici) vrcholy.

Definice
Hranu spojujici vrchol se sebou samym nazyvame smyckou.
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Neorientovany graf — stupen vrcholu

Definice
Stupném vrcholu v neorientovaném grafu nazyvame pocet
hran s vrcholem incidentnich, tj. s(v) = |{e € E | v € e}|.

Priklad
v s(v)
1 4
2 3
3 3
L4
5 2
6 2
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Neorientovany graf — stupen vrcholu (pokrac.)

Véta
Soucet stupni vrcholt libovolného neorientovaného grafu
G = (V,E) je roven dvojnasobku poctu jeho hran.

> s(v)=2[E|

veV

Dukaz.

Zfejmy (v sumé se kazda hrana pocita dvakrat). O
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Pocet hran v neorientovaném grafu

Véta
Pro libovolny neorientovany graf G = (V, E) bez smycek plati:

0<|E| < %|V|(|V| -1)

Dukaz.

Maxmalniho poctu hran v grafu docilime tak, ze kazdy z |V/|
vrcholl spojime hranou se vSemi ostatnimi vrcholy, kterych je
V] - 1. Soucin [V[(]V] - 1) musime vydélit dvéma, protoze
jsme kazdou hranu zapocitali dvakrat. O
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Uplny graf

Definice

Neorientovany graf G = (V, E) ve kterém pro kazdou dvojici
vrcholll u a v existuje hrana nazyvame Gplnym grafem

a oznacujeme je K-

Priklad
[ ] o —o A %
Ki K; Ks Ks
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Husty vs. fidky graf

- Husty graf — ,téemér” kompletni graf, chybi jen ,relativné”
maly pocet hran do maximalniho poctu

- Ridky graf - ,velice maly“ pocet hran, ,relativné” velky
pocet hran neexistuje.

- Presna definice neni, pojmy jako ,témér”  relativng” ¢i
,velice maly” jsou subjektivni.

- Zalezi vzdy na konkrétni situaci.

- Pri vybéru reprezentace grafu v pocitaci je nutno brat
zretel na to zda je graf husty nebo ridky. A s tim nasledné
souvisi casova slozitost implementovanych algoritm.
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Definice
Graf H = (V,,, E,;) nazyvame podgrafem grafu G = (V;, E;),
jestlize plati nasledujici podminky:

1.V, CV,

2. E, CE,

3. Hrany grafu H maji oba vrcholy v H.
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Podgraf (pokrac.)

Poznamky

- Jinymi slovy, podgraf vznikne vymazanim nékterych
vrchold pdvodniho grafu, vSech hran do téchto vrcholi
zasahujicich a pripadné nékterych dalSich hran.

- Termin podgraf se v teorii grafli pouZiva jako jista obdoba
pojmu podmnozina.
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Podgraf (pokrac.)

Priklad

Podgraf H
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Orientovany graf

Definice

Orientovanym grafem nazyvame
dvojici G = (V,E), kde V je
konecna neprazdna mnozina
vrchold, E je mnozina
usporadanych dvojic (u, v), hran,
z kartézského soucinu V x V,
neboli (u,v) e V x V.

Pfiklad

G=(V,E)

V={1,2,3,4,5,6}
E={(1,2),(1,3),(1,6),(2,3),(3,4), (4,2),(4,5),(5,1),
{(6,1),(6,4)}
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Zpusoby reprezentace grafu

- grafickou formou:
- prosté obrazkem,
- asi nejsrozumitelnéjsi forma pro ¢lovéka,
- vhodné pro grafy s malym poctem vrchol(,
- prakticky nemoznost zpracovani pocitacem.
- matici,
- seznamem sousedicich vrchold.
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Matice incidence

- Pocet radkl matice odpovida poctu vrchold, pocet sloupcl
odpovida poctu hran.

- Pokud je vrchol incidentni s hranou, je na dané pozici
jednicka, jinak nula.

O O O O = =
O O O = O =
o - O O O -
- O O O O =
O O O = = O
o O - O = O
o O - = O O
S = = O O O
- O - O O O©o
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Matice sousednosti

- Ctvercova matice, kde fad matice odpovida poctu vrchold
v grafu.

- Pokud jsou dva vrcholy spojeny hranou, je na dané pozici
jednicka, jinak nula.

[N o Y S
= R = JE G SN
OO = O =
- 2 0 = = O
OO0 -0 o =
OO =~ 0 o =
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Husty vs. fidky graf a jeho reprezentace

Seznam sousedicich vrcholu

- ukazatele v seznamech zabiraji pamét navic,

- vhodny pro ridke grafy,

- pohodlnéjsi zmény struktury grafu (vlozeni smazani
vrcholu, stejné tak hrany).

Maticova reprezentace

- vhodna pro husteé grafy,

- vloZeni ¢i smazani vrcholu je komplikovaneé.
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Vazené grafy

- Kazdé hrané je pfifazeno cislo oznacované jako vaha i

cena hrany.

- Motivace v realném svété — délka cesty, kapacita datové
linky atd.

- Vazeneé grafy mohou byt orientované i neorientovane.

- Reprezentace:

- matice sousednosti - hodnota v matici udava vahu hrany
nebo je tu specialni hodnota pro neexistujici hranu, oo

- seznam sousedicich vrcholl - v seznamu sousedd uloZime
i vahu konkrétni hrany.

o 5 1 o
5 oo 7 4
1T 7 oo 2
© 4 2 oo 157/398




Sled

Definice

Posloupnost navazujicich vrcholl a hran
V)€ Vy ey V€, V, 4, kde e, = {v,v; .} prol1<isn
nazyvame (neorientovanym) sledem.

Sled
4{4,3}3{3,1}1{1,3}3(3,2}2

V orientovaném grafu mluvime o orientovaném sledu.
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Definice

Sled, v némz se neopakuje zadny vrchol nazyvame cestou.
Tedy v; # v, ¥1s i <j < n.Cislo n pak nazyvame délkou cesty.

Cesta
432

Z faktu, ze se v cesté neopakuji
vrcholy, vyplyva, ze se v ni
neopakuji ani hrany. Kazda
cesta je tedy zaroven i sledem.

V orientovaném grafu mluvime o orientovaneé ceste.
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Souvislost grafu

Definice

Graf se nazyva souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma vrcholy
existuje cesta.

Nesouvisly graf se sklada z nékolika souvislych casti tzv.
souvislych komponent.

Definice

Souvisla komponenta grafu je maximalni souvisly podgraf
daného grafu.
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Souvislost grafu (pokrac.)

Véta
Necht G = (V, E) je souvisly graf. Pak plati |E| = |V] - 1.

Dukaz.
Zrejmy.
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Uzavreny sled

Definice
Sled, ktery ma alespon jednu hranu a jehoZ pocatecni
a koncovy vrchol splyvaji, nazyvame uzavienym sledem.

k\
°’° Uzavreny sled
0/ e 4{4,3}3{3,1}1{1,3}3{3,2}

2{2,4} 4
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Kruznice

Definice

Uzavrena cesta je uzavreny sled, v némz se neopakuji vrcholy
ani hrany. Uzavfena cesta se nazyva take kruznice.

0 Kruznice

elve V definici kruznice jsme museli
(—©

zakazat kromé opakovani

vrchold i opakovani hran proto,
e aby posloupnostv,,e,,v,,e,,V,

nemohla byt povazovana

za kruznici.
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Acyklicnost grafu

Definice
Graf se nazyva acyklicky, jestlize neobsahuje kruznici.

164/398



Volny strom

Definice

Souvisly, acyklicky, neorientovany graf nazyvame volnym
stromem (angl. free tree).

Q
(N (8) Poznamka

()
Prazdny graf je
0 Q (F) ° mozneé povazovat
(1)

za strom, tzv.

L) @ 0 prazdny strom.

165/398



Volny strom (pokrac.)

Terminologie
-V teorii grafl se objekty, které propojujeme hranami

nazyvaji obvykle vrcholy (angl. vertex, vertices).

- Pokud mluvime o stromech lze pro vrchol pouZivat i vyraz
uzel (angl. node).

- Oznaceni vrchol a uzel je rovnocennég, jde spise o zvyklost.
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Les

Definice
Acyklicky graf, ktery neni spojity se nazyva les (angl. forest).

Kazda souvisla komponenta lesa je volny strom

@ Q (®)

(D—@ (D—)

L ONO O
e e 167/398



Vlastnosti volného stromu

Véta
Necht G = (V, E) je neorientovany graf, potom nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

1.
2.
3.

G je volny strom.
Kazdeé dva vrcholy v G jsou spojeny pravé jednou cestou.

G je souvisly, ale pokud odebereme libovolnou hranu,
ziskame nesouvisly graf.

G je souvisly, a |E| = |[V| - 1.

G je acyklicky, a |E| = |[V]| - 1.

G je acyklicky. Pridanim jedine hrany do mnoziny hran E
bude vysledny graf obsahovat kruznici.
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Kostra grafu (angl. Spanning tree)

Definice

Kostrou souvislého grafu G nazyvame takovy podgraf grafu G
na mnoziné vsech jeho vrchold, ktery je stromem.

Poznamky

- Kostra musi obsahovat vSechny vrcholy plivodniho grafu G.

- Koster grafu miZe byt vice.
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Korenovy strom

Definice

Volny strom, ktery obsahuje jeden odlisny vrchol, se nazyva
korenovy strom (angl. rooted tree). Odlisny vrchol se nazyva
koren stromu.

(Q
() e Poznamka

()
Nékdy se pouziva
(D—) (< také oznaceni
zakorenény
(1)

Q () 0 strom.
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Korenovy strom - obvykla vizualizace

Vizualizace 1 Vizualizace 2

Obé vizualizace jsou kofenovy strom rovnocenné! Neexistuje
vlevo“ Ci vpravo”
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Korenovy strom - zakladni pojmy

Uvazujme vrchol x v kofenovém stromu T s korenem r.

- Libovolny vrchol y na jednoznacné cesté od korene r do
vrcholu x se nazyva predchidce vrcholu x.

- Jestlize y je predchldce x, potom x se nazyva nasledovnik
vrcholu y.

- Jestlize posledni hrana na cesté z korene r do vrcholu x je
hrana (y, x), potom se vrchol y nazyva rodic vrcholu x
a vrchol x je potomek vrcholu y.

- Dva vrcholy majici stejneho rodice se nazyvaji sourozenci.
- Vrchol bez potomkd se nazyva vnéjsi vrchol nebo-li list.

- Nelistovy vrchol se nazyva vnitfnim vrcholem stromu.
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Korenovy strom - zakladni pojmy (pokrac.)

Poznamky
- Kazdy vrchol je pochopitelné predchidcem
a nasledovnikem sama sebe.

- Jestlize y je predchlidce x a zaroven x # y, potom y je
vlastni predchldce vrcholu x a x je vlastni nasledovnik
vrcholu y.

- Koren stromu je jedinym vrcholem ve stromu bez rodice.

- Vrchol je obecny pojem. Kazdy list a vnitrni vrchol je
zaroven vrchol (bez privlastku). Srovnej: Clovék, Zena, muz.

173/398



Stupen vrcholu

Definice
Pocet potomkU vrcholu x v kofenovém stromu se nazyva
stupen vrcholu x.

Poznamky
- Metoda vypoctu stupné vrcholu se u kofenového stromu
liST od vypoctu ve volném stromu.
- V korenovém stromu se nepocita rodic.

- Ve volném stromu pojem rodice neexistuje, existuji jen
sousedni vrcholy, pocitaji se tudiz vSechny vrcholy.
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Hloubka vrcholu, vyska stromu

Definice

Délka cesty od korene stromu
k vrcholu x se nazyva hloubka
vrcholu x ve stromu T.

Definice

Nejvétsi hloubka libovolného
vrcholu se nazyva vyska
stromu T.

Vyska stromu je 4.
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Serazeny strom

Definice

Korenovy strom ve kterém je urceno poradi potomk( se
nazyva sefazeny strom (angl. ordered tree).

Poznamky

- Tudiz, pokud vrchol ma k potomkd, lze urcit prvniho
potomka, druhého potomka, az k-tého potomka.

- Pokud ale napriklad prvniho potomka zrusime, ostatni
potomci se posouvaji! Druhy potomek se stane prvnim,
druhy tretim atd. Nelze mit mezi potomky ,prazdnou

pozici®
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Binarni strom

Definice
Binarni strom je struktura definovana nad konecnou
mnozinou uzl( M, ktera:

- Pravidlo 1
neobsahuje zadny uzel, tj. M = @ nebo

- Pravidlo 2
je slozena ze tfi disjunktnich mnozin uzl( L, R a {r},
LURu{r}=M:

- korene stromu r,

- binarniho stromu nad mnoZzinou L zvaného levy podstrom a

- binarniho stromu nad mnoZinou R zvaného pravy
podstrom.
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Binarni strom - grafické znazornéni rekurzivni definice

Pravy
podstrom

Levy
podstrom
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Binarni strom, priklad
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Uplny binarni strom

Uplny binarni strom - kazdy vnitfni uzel ma pravé dva potomky.
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Binarni vyhledavaci strom

Jak vyuZit binarni stromy
jako datovou strukturu?
Jakym zplsobem v nich

organizovat data?

Libovolné? Nesmysl — jde
0 zbytecné komplikovany
seznam!

ReSenim je vyuZit vlastnosti stromu (souvislost a jedinecnost
cesty z uzlu do uzlu) a doplnit je vhodnym ,navigacnim
pravidlem®,
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Binarni vyhledavaci strom - ,navigacni pravidlo“

Necht y je uzel v binarnim stromu. Potom pro kazdy uzel x
v levéem podstromu uzlu y a kazdy uzel z v pravém podstromu
uzlu y plati

Xkey < ykey < zkey'

Binarni strom, ve kterem pro vSechny jeho uzly plati toto
pravidlo nazyvame binarni vyhledavaci strom (angl. binary
search tree).
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Binarni vyhledavaci strom -, navigacni pravidlo“ (pokrac.)

Poznamky
- Navigacni pravidlo tedy urcuje, jak maji byt data
v binarnim vyhledavacim stromu rozmisténa.
- Znalosti rozmisténi dat ve stromu vyuzijeme pfi jejich
vyhledavani.
- Algoritmy pro vloZeni a vyjmuti ze stromu jsou navazany
na algoritmus vyhledavani.

- Binarni vyhledavaci strom je tedy uz od pocatku budovan
s ohledem na toto pravidlo.
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Binarni vyhledavaci strom
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Binarni vyhledavaci strom - vyhledavani

Hledani hodnoty a zahajime v koreni stromu r. Potom mohou
nastat tyto moznosti:

1. Strom s kofenem r je prazdny, potom tento strom nemuze
obsahovat uzel s klicem a a hledani konci netspéchem.
2. V opacném pripadé srovname kli¢ a s klicem korene r.
V pripadé, ze
21 @ = ry,, strom obsahuje uzel s klicem a a hledani konci
Uspésné;
22 a<ry,, vSechny uzly s kli¢i mensimi nez My jsou levem
podstromu, pokracujeme rekurzivné v levém podstromu;
23 a>r,, vsechny uzly s kli¢i vétSimi nez Moy jsou pravém
podstromu, pokracujeme rekurzivné v pravém podstromu.
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Binarni vyhledavaci strom

Efektivita mnoha algoritm{ pracujicich obecné s binarnimi
stromy, napf. vyhledavani v binarnim vyhledavacim stromu

zavisi na vysce binarniho stromu.

Pro vysku h binarniho stromu s n uzly plati nerovnost

llog,n|sh<sn-1
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Binarni vyhledavaci strom - vkladani

- Vlozeni klice musi korespondovat s vyhledavacim
algoritmem.

- Nejdrive se musime pokusit vkladany kli¢ ve stromu najit.

- Pokud jej nenajdeme, tak misto, kde jsme hledani
nelspésné zakoncili odpovida mistu ve stromu, kde by
tento klic mél byt.

- Toto plyne z jednoznacnosti cesty mezi kofenem
a kterymkoliv uzlem.

- Novy uzel je pripojen jako novy list ke stromu - strom
roste prostrednictvim listd.

- Otazkou je co s duplicitami? Re3eni zavisi na povaze
konkrétni resené Glohy.
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Binarni strom - standardni implementace

(el1]\) (l7]*) (e]10]e)
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Reprezentace sefazeného stromu

- Kazdy uzel mize mit libovolny pocet potomkd.

- Komplikovana reprezentace uzlu — seznam potomk{?
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Reprezentace serazeného stromu - first child - next sibling

First child - next sibling reprezentace - kazdy uzel obsahuje
dva ukazatele:

1. ukazatel na prvniho potomka a
2. ukazatel na sourozence.
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Reprezentace sefazeného stromu - Knuthova transformace

First child — next sibling
reprezentace otocena

0 45 po sméru
hodinovych rucicek.
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Mnozina

- Datovou strukturu mnozina budeme chapat jako
nesetridénou kolekci (i prazdnou) navzajem rGznych prvka.
- Mnozinu mizeme zadat dvéma zplsoby:
1. vyctem prvkd, napi. M ={2,3,5, 7} nebo
2. vlastnosti, které musi prvky spliovat, napr.
M = {n, prvocisla mensi nez 10}.

- prislusnost prvku do mnoziny, cili dotaz ,Je x prvkem M?*,
- sjednoceni dvou mnozin a
- prdnik dvou mnozin.
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Mnozina - implementace

Bitovy vektor

- univerzum U = {ug, u,, ..., u, 4}, Ul =n
- libovolnou mnozinu M povazujeme za podmnozinu

univerza U
- bitovy vektor b dimenze n, kde
- 1T ueM
b. = i
: [ 0 jinak
Priklad

u={0,1,2,..,8,9}
M =1{2,3,5,7}
b=(0,0,1,1,0,1,0,1,0,0)
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Mnozina - implementace

Vycet prvki

- mnozinu reprezentujeme vyctem, prvkd v ni obsazenych

- podle okolnosti mizeme pro uloZeni prvkd vyuZit pole,
spojovy seznam, binarni vyhledavaci strom, hasovaci
tabulku atd.

- vzdy zaleZi na konkrétnim problému, jaké operace jsou
podstatné, je-li podstatné udrZzovat usporadané a tak dale
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- Pokud je s prvkem mnoziny svazan néjaky dalsi ddaj,
mluvime pak o slovniku (angl. dictionary, associative array,
map, symbol table).

- Slovnik udrzuje dvojice (kli¢, hodnota), kde kli¢ musi byt ve
slovniku unikatni.

- Matematicky jde o zobrazeni.

- vloZeni dvojice do slovniku
- smazani dvojice ze slovniku
- modifikace hodnoty ve slovniku
- vyhledani hodnoty pro dany kli¢
- Pro implementaci lze vyuZit pole, spojovy seznam, binarni
vyhledavaci strom, hasovaci tabulku atd.
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Dékuji za pozornost
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