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www.cs.vsb.cz/dvorsky/Algorithms_Slides.html
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Strucna osnova vSech prednasek Stru¢na osnova vsech prednasek (pokrac.)

Algoritmy | Strategie FeSeni sniz a vyFe$

Uvodni pfednaska pfedmétu SniZeni o konstantni faktor

Co je to algoritmus. Strategie feSeni problémi pomoci Snizeni o proménny faktor

algoritmdi. Vyznamné typy feSenych problémd.
Strategie reseni rozdél a panuj

Analyza slozitosti algoritm{ Algoritmy Il

Strategie reSeni problémd hrubou silou a Gplnym Uvodni prednaska predmétu
prohledavanim
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Stru¢na osnova vsech prednasek (pokrac.) Stru¢na osnova vsech prednasek (pokrac.)

Strategie reSeni transformuj a vyres Meze moznosti algoritmického feSeni problému. P, NP

a NP-Gplné probléemy.
Zaména pamétoveé a casove slozitosti

Zdolavani mezi moznosti algoritmického feSeni problému
Dynamické programovani Ostatni

Hladové algoritmy Prilohy

Strategie reSeni iterativnim zlepSovanim

5/805 6/805
Celkova osnova vSech prednasek Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.)
Algoritmy | Studijni literatura
Uvodni pfednaska predmétu Co je to algoritmus. Strategie rfeSeni problému pomoci
O predmétu Algoritmy | algoritmu. Vyznamne typy reSenych problemu.
Prezencni forma studia Co je to algoritmus?
Viuka Zaklady algoritmického feSeni problémi
Ukoly a jejich hodnocent Dulezité typy problémd
Kombinovana forma studia Zakladni datové struktury
Vyuka Linearni datove struktury
Ukoly a jejich hodnoceni Grafy
Software pro vyuku Stromy

7/805 8/805



Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.) Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.)

Mnoziny a slovniky TFidéni vybérem - SelectSort
Analyza slozZitosti algoritmi Bublinové tiidéni - BubbleSort
zaklady analyzy sloZitosti algoritmd Sekvencni vyhledavani
Nejhorsi, nejlepsi a pramérny pripad Vyhledavani podretézce hrubou silou
Asymptotické notace slozitosti Problém nejblizsi dvojice bod
Analyza nerekurzivnich algoritm{ Konvexni obal mnoziny
Analyza rekurzivnich algoritm( Uplné prohledavani

e 2 @ . . . Problém obchodniho cestujiciho
Strategie reSeni problemu hrubou silou a uplnym :

prohledavanim Problém batohu
Tridici algoritmy
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Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.) Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.)

Priichody grafem SniZzeni o proménny faktor

Priichod grafem do hloubk e e . .
& / Strategie reSeni rozdel a panuj
Priichod grafem do Sirky
Nasobeni velkych celych cisel
Strategie resSeni sniz a vyres Strassenovo nasobeni matic

Tridéni vkladanim - InsertSort

Problém nejblizsi dvojice bodd
Topologicke tridéni . ..

Konvexni obal mnoziny
Generovani kombinatorickych objekt

Algoritmy Il
Generovani permutaci
Generovani podmnozin Uvodni pfednaska predmétu
SniZeni o konstantni faktor O predmétu Algoritmy I
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Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.) Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.)

Prezencni forma studia Jedine¢nost prvkd v poli
Vyuka Vypocet modu
Ukoly a jejich hodnoceni Vyhledavani
Kombinovana forma studia Gaussova eliminacni metoda
Vyuka LU-rozklad matice
Ukoly a jejich hodnoceni Inverzni matice
Software pro vyuku Determinant matice
Studijni literatura Vyvazeneé vyhledavaci stromy
AVL stromy
Strategie reseni transformuj a vyres
2-3 stromy
Predtridéni dat
13/805 14/805
Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.) Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.)
Halda a tfidéni haldou Hladoveé algoritmy
Hornerovo schéma Minimalni kostra grafu
Redukce problému Primlv algoritmus

.. e . P .. . Kruskallv algoritmus
Zaména pamétoveé a Casoveé slozitosti
Dijkstrdv algoritmus

B-stromy

Vyhledavani klice v B-stromu Huffmanuv kod

Vkladan klice do B-stromu Strategie reSeni iterativnim zlepSovanim
Stz e 2 B siiori Meze moznosti algoritmického feSeni problému. P, NP
Dynamické programovani a NP-Uplné problémy.
Warshalldv algoritmus Zdolavani mezi moznosti algoritmického feSeni problém

15/805 16/805



Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.) Celkova osnova vsech prednasek (pokrac.)

Ostatni Vkladani do binarniho vyhledavaciho stromu
Prilohy
Zasobnik
Moznosti implementace
PouZziti
Fronta
MoZnosti implementace
Pouziti
Binarni strom

Budovani binarniho stromu
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Uvodni pfednaska predmétu

doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D. Uvodni pfednaska predmétu
O predmétu Algoritmy |

Katedra informatiky
Fakulta elektrotechniky a informatiky
VSB - TU Ostrava
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O predmétu Algoritmy |

Upozornéni
VSechny aktualni informace k predmétu naleznete na

http://www.cs.vsb.cz/dvorsky/

Tato prezentace slouzi jen pro Ucely Uvodni prednasky
a nebude dale aktualizovana.
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Rozsah predmétu, zplsob zakonceni

Rozsah predmétu

- vyuka probiha v letnim semestru prvniho rocniku

bakalarskeho studia
- hodinova dotace:
- 2 hodiny prednasky a 2 hodiny cviceni tydné v prezencni
formé a
- 6 tutorialt v kombinované formé studia

Zakonceni - klasifikovany zapocet

- klasifikovany zapocet neni zkouska, ridi jinymi pravidly,
- prostudujte si proto Studijni a zkuSebni fad pro studium
v bakalarskych a magisterskych studijnich programech,

clanek 12.
22/805

O predmétu Algoritmy |

- Naplni predmétu jsou zakladni strategie algoritmického
rfeSeni Gloh (hruba sila, rozdél a panuj atd.) a typické
priklady jejich uziti.

- Prednasky jsou zaméreny na teorii.

- Cvieni jsou zamérena na implementaci feseni problém
danou strategii v jazyce C resp. C++.

- Vazby na dalsi predmeéty:

- Uvod do programovani - jazyk C,
- Funkcionalni programovani - rekurze a

- Objektoveé orientované programovani — asi neni treba
komentare.
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Garant predmétu

doc. Mgr. Jiri Dvorsky, Ph.D.

Kancelar: EA441
Email: jiri.dvorskyavsb.cz
Web: www.cs.vsb.cz/dvorsky

K ¢emu je garant predmétu?

Garant predmétu zodpovida za pribéh vyuky celého
predmétu, priibéh cviceni, plnéni Gkold na cvicenich

a za korektni hodnoceni Gkol(. Problémy spojené se cvicenimi
reste primarné se svym cvicicim. Nepodari-li dosahnout
reSeni problému s cvicicim obracejte se na garanta predmeétu.
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http://www.cs.vsb.cz/dvorsky/
www.cs.vsb.cz/dvorsky

Prerekvizity

- Prerekvizity jsou souhrnem pozadavkd, které je nutné
splnit, aby si student mohl zapsat predmét. Prerekvizity
jsou bud formalni nebo vécne.

- Formalni prerekvizity — zadné

- Vécné prerekvizity:

- znalosti z pfedmétu Uvod do programovant,

- stfedoskolské matematiky a
- obecna orientace ve vypocetni technice.

- Predmét Algoritmy | je ale povinnou prerekvizitou

navazujiciho predmétu Algoritmy 1.
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Studenti se specifickymi naroky

Centrum Slunecnice FEI

- http://slunecnice-fei.vsb.cz/,
- poskytuje podporu zpristupnujici studium i pro studenty
se specifickymi naroky,

- lze ziskat, mimo jiné, zvySenou casovou dotaci na ukoly.

Vyzva

Je vysoce zadouci, aby studenti, ktefi dostanou tuto zvysenou
casovou dotaci, neprodlené kontaktovali svého cviciciho

a garanta predmétu, abychom predesli pfipadnym
problémim!
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Prednasky

- (Cast na prednaskach je vyrazné doporucena.
Cviceni

- jsou povinna,

- (cast a aktivita na cvicenich jsou hodnoceny,

- je nutno ziskat dostatecné bodové hodnoceni.

Individualni studijni plan umoznuje, v oddvodnénych
pripadech, individualni terminy pro plnéni studijnich
povinnosti.

Vyzva

- Je vysoce zadouci, aby studenti, ktefi ziskaji individualni
studijni plan, neprodlené kontaktovali svého cviciciho
a garanta predmétu a dohodli se na individualnich
terminech plnéni Gkold.

- Individualni studijni plan neznamena naprostou libovdli
v terminech.

- Individualni studijni plan uz viilbec neznamena moznost
vybrat si Ukoly, které budu plnit a které ne.
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Individualni studijni plan
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- Pokud nebudete ve vyuce né€emu rozumeét, potfebujete
s ¢imkoliv poradit nebo vyresit néjaky problém
s prednaskou, cvicenimi, testy, Vasi absenci na vyuce atd.
je mozné vyuzit si domluvit individualni konzultaci.

- Konzultaci je nutné si domluvit predem, napriklad mailem.

- Pokud potrebujete poradit s uCivem, pripravte si materialy,
které jste si k tématu prostudovali, vypiste si co je Vam
jasné a kde jste se ,zasekli“ a potfebujete poradit.

- Konzultaci s vyucujicim nic neriskujete — maximalné se
dozvite co potrebujete.

- Prijdte se zeptat rovnou ke zdroji informaci - internetova
fora jsou zaplevelena rdznymi polopravdami i naprostymi
nesmysly.
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Uvodni pfednaska predmétu

Prezencni forma studia

Algoritmy | - vyuka, Gkoly a jejich hodnoceni pro rizné formy

studia

- Prezencni a kombinované studium ma specifickou formu
vyuky.

- Obé formy studia maji specifické podminky pro splnéni
predmeétu.

- Podle formy Vaseho studia se Vas tyka pouze jedna ze
dvou nasledujicich casti prezentace.

29/805

Témata prednasek

1. Organizacni informace k predmétu Algoritmy |
2. Uvod
21 Co je to algoritmus
2.2 Zaklady algoritmického feseni problém0
2.3 Duilezité typy problém(
24 Fundamentalni datove struktury
3. Analyza slozZitosti algoritm
31 zaklady analyzy slozZitosti algoritm(
3.2 Asymptotické notace slozitosti
3.3 Analyza nerekurzivnich algoritm0
3.4 Analyza rekurzivnich algoritmd
4. Strategie reSeni problémU hrubou silou a Gplnym
prohledavanim
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Témata prednasek (pokrac.) Témata prednasek (pokrac.)

41 Tridéni vybérem a bublinové tfidéni
4.2 Sekvencni vyhledavani

4.3 Vyhledavani podfetézce hrubou silou
44 Problém nejblizsi dvojice bodd

5.5 Hledani medianu
5.6 Interpolacni vyhledavani
5.7 Vyhledavani a vkladani do binarniho vyhledavaciho stromu

4.5 Konvexni obal mnoZziny 6.
4.6 Uplné prohledavani - problém obchodniho cestujiciho 6.1 Trujem slevanim
a problém batohu 6.2 QuickSort
4.7 Priichod grafem do &ifky 6.3 Prdchody binarnim stromem
4.8 Prichod grafem do hloubky 6.4 Nasobeni velkych celych Cisel a nasobeni matic
5 6.5 Problém nejblizsi dvojice bod
511 THdBni vkladanim 66 Konvexni obal mnoziny
52 Topologicke tridéni B Vyse uvedena témata prednasek budou pochopitelné
>3 Genero,va,m,pe,,rmu,taq e [pRtenliely rozdélena do jednotlivych prednasek na cely semestr.
5.4 Vyhledavani pulenim intervalu
31/805 32/805

Cviceni Cviceni (pokrac.)

- Prima vyuka ve cvicenich odpovida prednaskam.
- Ve cvicenich pracuji studenti pod vedenim cviciciho na

L o . - Cviceni nenahrazuje prednasku!
konkretni implementaci prikladu v jazyce C++.

- Ucelem cvieni neni pfiprava na zavérecnou pisemku.

- Dale je take mozne konzultovat s cvicicim probirané ucivo. - Cviceni nejsou bleskovou pFednaskou pro ty, ktefi nechodi
- Rozdéleni do cviceni tak, jak je uvedeno v informacnim na prednasky.
systému Edison, je nutné respektovat. * Na cviceni je nutne byt pfipraven.

- Neni mozné prekracovat kapacitu cviceni.

- Veskeré presuny je nutné mit zaznamenany v systému
Edison.
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Ukoly Ukoly - priib&zna aktivita na cvi¢enich

- Tato ¢ast hodnoceni probiha pribézné po cely semestr.

- Na kazdém cviceni bude cvicicim ohodnocena Vase
aktivita. Aktivita je hodnocena pomoci barevného kodu:
- zelena - student na cviceni pracoval aktivng, v latce se
orientoval, dafilo se mu implementovat zadané koly,
- student na cviceni byl spiSe pasivni, na cviceni
nebyl pfilis pfipraven (ve znalostech mél ,mezery*),

- Hodnoceni v predmétu Algoritmy | se sklada ze tfi casti,
Ukol(:
1. pribézné aktivity na cvicenich,
2. obhajoby projektu a
3. zavérecné pisemné prace.

- VSechny tkoly jsou povinne. . B o .
o _ o o implementace ukolu se prilis nedarila a
* Z kazdého ukolu je nutné ziskat aspon minimalni pocet - ervena - student na cviceni byl zcela pasivni, o vyuku
bodd. nejevil zajem, implementaci Gkold nezvladl. Do této

kategorie spada i neomluvena nelcast na cviceni.
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Ukoly - priib&zna aktivita na cvi¢enich (pokrac.) Ukoly - priib&zna aktivita na cvi¢enich (pokrac.)

- Kazdému barevnému kodu odpovida urcita vaha, ktera se

projevi v celkovém hodnoceni vSech cviceni. Zelena Eriklae

aktivita ma vahu 1, oranzova ma vahu 0,5 a cervena 0. Student Franta na péti cvicenich ziskal zelené hodnoceni, na
* Z takto ziskanych vah z jednotlivych cviceni se na konci tfech oranzové a na dvou cervené. Primérnou vahu

semestru vypocte primérna vaha, ktera se vynasobi vypocteme jako:

maximalnim moznym poctem bodd (30) a vysledek je Vami

ziskany pocet bodu. > 1 +53+x30;52+ 2x0 _ % =0, 65.

- Je zfejme, Ze vSechny zelené kody odpovidaji maximalnimu
poCtu bodl (30), samé Cervené kody odpovidaji nulovému
poctu bodd.

Vysledné bodové hodnoceni je tedy 0,65 x 30 = 19,5 bodd.

- Body za aktivitu nelze ziskat zpétné.
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Ukoly - obhajoba projektu Ukoly - zavéreéna pisemna prace

- Zadani projektu bude zverejnéno na webu predmétu

zacatkem dubna. - ZavérecCna pisemna prace se bude psat ve zkouskovém
- Deadline odevzdani bude okolo zapoctového tydne. obdobi.
Presné datum bude zverejnéno v zadani projektd. - V3echny terminy budou vypsany v systému Edison.
- ZpUsob odevzdani stanovi jednotlivi cvicici. . Opravny termin na zavére€nou pisemnou praci je
- Obhajoby projektl probéhnou v zapoctovéem tydnu a ve poskytovan jen tém studentlim, ktefi na prvni pokus ziskali
zkouskovém obdobi. Harmonogram obhajob je aspon 10 bodd.
v kompetenci cvicicich. Pocet bod(i na prvnim terminu | Opravny termin
- Bez ohledu na to, kdy probéhnou obhajoby projektii plati, 0az9 NE
Ze se obhajuje verze, ktera byla odevzdana do deadlinu. 10 az 20 ANO
- Obhajobu projektu neni mozné opakovat, projekt nebude vice nez 21 neni nutny, uspéch

vracen k dopracovani.
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Ukoly - zavérecna pisemna prace (pokrac.) Hodnoceni Gkoll

- Je nutné splnit vSechny vySe uvedeneé ukoly,

- ZavéreCnou pisemnou praci mate moznost psat celkem
dvakrat, jinak feCeno mate narok na jednu opravu.

- a zaroven u viech Gkoll aspon minimalni pocet bodu.

Predmét je ukoncen klasifikovanym zapoctem. Nevztahuje Pocet boda
se tudiZ na néj pozadavek dvou oprav, jak to vyZaduje kol s |
SHURITAN 6 U 2 Uss Priib. aktivita na cvicenich 15 30
- Zadné dalsi opravy nejsou mozné. Obhajoba projektu 15 30
Pisemna prace 21 40
Celkovy pocet bodU 51 100
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Tutorialy

1. tutorial - 21. Gnora 2025 povinny
- Na tomto dvodnim tutorialu Vam budou
sdéleny informace o organizaci studia
predmétu a informace o naplni predmétu.
Uvodni prednaska predmétu - Konzultace k tématlm: Algoritmus. Strategie
reSeni problém( pomoci algoritmd.

Kombinovana forma studia ] ) L. ..
Vlyznamne typy resenych problemu.
2. tutorial - 7. brezna 2025
- Konzultace k tématlim: Analyza slozitosti

algoritmd.
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Tutorialy (pokrac.) Tutorialy (pokrac.)

5. tutorial - 26. dubna 2025
- Konzultace k tématlim: Strategie feSeni sniz
a vyres. Tridéni vkladanim. Generovani
permutaci a podmnozin. Vyhledavani plilenim
intervalu. Nalezeni medianu. Interpolacni
vyhledavani. Vyhledavani a vkladani do
binarniho vyhledavaciho stromu.
6. tutorial - 9. kvétna 2025
- Konzultace k tématlim: Strategie reSeni rozdél
a panuj. QuickSort. MergeSort. Konvexni obal
mnoziny bodd. Nalezeni nejblizsi dvojice
bod.

3. tutorial - 22. brezna 2025
- Konzultace k tématlim: Strategie reSeni
problémd hrubou silou. Tridéni vybérem,
bublinové tridéni. Sekvencni vyhledavani.
Konvexni obal mnoziny bodd. Nalezeni

nejblizsi dvojice bodd.
4, tutorial - 4. dubna 2025

- Konzultace k tématlim: Strategie reSeni
Uplnym prohledavanim. Problém obchodniho
cestujiciho. Problém batohu. Priichody
grafem.
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Ukoly Ukoly - priib&zna aktivita na tutorialech

- Hodnoceni v predmétu Algoritmy | se sklada ze tfi casti,

Ukol(:
1. priibéZzné aktivity na tutorialech, Pribézna aktivita na tutorialech znamena:
2. obhajoby projektu a . B
3. zavérecné pisemné prace. - Ucast na tutorialech a
- Viechny Gkoly jsou povinné. - pribézné plnéni kol zadanych na jednotlivych

- Z kazdého tkolu je nutné ziskat aspon minimalni pocet tutorialech.

bodd.

- Dalsi informace o jednotlivych Gkolech budou k dispozici
na webu tutora.
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Ukoly - obhajoba projektu Ukoly - zavéreéna pisemna prace

- Zavérecna pisemna prace je zamérena na teoretické

- Zadani projektu bude zverejnéno na webu predmétu ,
znalosti.

zacatkem dubna.
- ZavérecCné pisemna prace probéhne ve zkouSkovém
obdobi.

- Terminy budou vypsany v systému Edison.

- Deadline odevzdani bude okolo zapoctového tydne.
Pfesné datum bude zverejnéno v zadani projektd.

- ZpUsob odevzdani a dalsi naleZitosti budou upresnény na
webu tutora. - Opravny termin na zavéreCnou pisemnou praci je

poskytovan jen tém studentim, ktefi na prvni pokus ziskali

- Obhajoby projektd probéhnou ve zkouskovém obdobi. g .
aspon 10 bodu.

Terminy budou vypsany v systému Edison.

- Bez ohledu na to, kdy probéhnou obhajoby projekti plati, Pocvet bodu na prvnim terminu_| Opravny termin
. - . P . 0az9 NE
ze se obhajuje verze, ktera byla odevzdana do deadlinu. ;
. : ) . . . 10 az 20 ANO
- Na obhajobu projektu neni mozny opravny termin. Vice nes 21 O o
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Ukoly - zavérecna pisemna prace (pokrac.) Hodnoceni Gkold

- Je nutné splnit vSechny vySe uvedené koly,

- Zavérecnou pisemnou praci mate moznost psat celkem
dvakrat, jinak feCeno mate narok na jednu opravu.

- a zaroven u v3ech Gkold aspon minimalni pocet bodd.

Predmét je ukoncen klasifikovanym zapoctem. Nevztahuje Pocet bodt
se tudizZ na néj pozadavek dvou oprav, jak to vyZzaduje kol ey sy
Sveljal ee U Zeusle; Prib. aktivita na tutorialech 15 30
- Zadné dalsi opravy nejsou mozné. Obhajoba projektu 15 30
Pisemna prace 21 40
Celkovy pocet bodl 51 100
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Software pro vyuku

Primarni software

- Vyvojové prostredi pro C++

- P 252 o - - Dokumentace k C
Uvodni prednaska predmétu o

Software pro vyuku
Doplikovy software

- Dokumentacni system Doxygen, www.doxygen.org
- Typograficky system BIgX, www. ctan.org

52/805


www.doxygen.org
www.ctan.org

Vyvojové prostredi pro C++ Vyvojové prostredi pro C++ (pokrac.)

Poznamky

1. Pfi hodnoceni VasSich projektli bude pouzivan prekladac

L . , S , Microsoft Visual C++ a specifikace jazyka C++17.
- Na ucebnach je pro vyuku k dispozici Microsoft Visual

Studio Community 2022. 2. Jazyk C neni totozny s jazykem C++!
3. Pozor na nestandardni rozsireni jazyka C++
implementovaného v GNU C++ kompilatoru.
- Obecné lze pouzit jakékoliv vyvojove prostredi - Napfiklad se jedna o pole proménné délky (variable length
s kompilatorem podporujicim minimalné specifikaci C++17. array).
- Doporucuje se kompilovat se zapnutou volbou

-pedantic-errors, viz Options to Request or Suppress
Warnings.

- Toto vyvojové prostredi doporucuji i pro domaci pripravu.
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Studijni literatura

Studijni literaturu lze rozdélit do dvou skupin:

3 oL . . . - povinna literatura - strategie algoritmického reseni
Uvodni prednaska predmetu problémi a

Studijni literatura - doporucena literatura - programovaci jazyk C++.

Nize uvedenou literaturu vyuzijete v predmeétu
Algoritmy | i Algoritmy II.
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Povinna literatura Povinna literatura (pokrac.)

1. LEVITIN, Anany. Introduction to the Design and Analysis of 4. MARES, Martin a Tomas VALLA, 2017. Priivodce labyrintem
Algorithms. 3rd ed. Boston: Pearson, 2012. ISBN algoritmu [online]. Praha: CZ.NIC, z.s.p.o. [cit. 2020-10-03].
978-0-13-231681-1. CZ.NIC. ISBN 978-80-88168-19-5. Dostupné z:

2. CORMEN, Thomas H., Charles Eric LEISERSON, Ronald L. https://knihy.nic.cz/
RIVEST a Clifford STEIN, [2022]. Introduction to algorithms. 5. WROBLEWSKI, Piotr. Algoritmy. Brno: Computer Press, 2015.
Fourth edition. Cambridge, Massachusetts: The MIT Press. ISBN 978-80-251-4126-7.
ISBN 978-026-2046-305. 6. WIRTH, N. Algoritmy a Struktdry ddajov. Alfa, Bratislava

3. SEDGEWICK, Robert. Algoritmy v C. Praha: SoftPress, 2003. 1989.

ISBN 80-864-9756-9.
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Doporucena literatura

1. STROUSTRUP, Bjarne. C++ programovaci jazyk. Praha:
Softwarové Aplikace a Systémy, 1997. ISBN 80-901-5072-1.

2. VIRIUS, Miroslav. Pasti a propasti jazyka C++. 2., aktualiz.
a rozs. vyd. Brno: CP Books, 2005. ISBN 80-251-0509-1.

3. SCHILDT, Herbert. Nauc se sam C++: [poznej, vyzkousej,
pouZivej]. Praha: SoftPress, 2001. ISBN 80-864-9713-5.

4. ECKEL, Bruce. Myslime v jazyku C++. Praha: Grada, 2000.
Knihovna programatora (Grada). ISBN 80-247-9009-2.

Dékuji za pozornost
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Proc studovat algoritmy?

- Profesionalni vyvojar/informatik by mél znat standardni
algoritmy pro fesSeni zakladnich problému, mél by umét
navrhovat nové algoritmy a analyzovat efektivitu
algoritmd.

- Algoritmy vedou k rozvoji analytického mysleni - jde
0 nalezeni presného a formalniho postupu jak problém
resit.

- Jde o0 obecné pouzitelny mentalni nastroj - clovék
problému dostatecné nerozumi do té doby, dokud ho
nedokaze vysvétlit nékomu jinému, nerkuli vysvétlit ho
pocitaci.

- Schopnost formalizovat reseni vede k daleko hlubSimu
pochopeni problematiky, nez kdybychom se jednoduse

pokusili fesit problém rfeknéme ad-hoc zplisobem. o0/50
5

Co je to algoritmus. Strategie reseni problému
pomoci algoritmd. Vyznamné typy reSenych
problém.

Co je to algoritmus?

Co je to algoritmus?

Algoritmus

Algoritmus chapeme jako konecnou posloupnost
jednoznacnych instrukci vedoucich k reseni problému, tj.
vedoucich k ziskani pozadovaného vystupu pro libovolny
spravny vstup v konecnem case.

Problém

|

Algoritmus

|
vstop —{_potitat ) Wstup
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Co je to algoritmus? (pokrac.)

- Predchozi popis pojmu algoritmus neni definici
v matematickém slova smyslu.

- Predpokladame, Ze existuje néco nebo nékdo kdo je
schopen porozumét ,jednoznacnym instrukcim” a je

schopen se jimi fidit.

- Pro korektni definici bychom museli nejdrive jasné
definovat, co je to ta jednoznacna instrukce.

- Formalni definice algoritmu neexistuje!
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Co je to algoritmus? (pokrac.)

Poznamky

- Automaticky predpoklad - algoritmus bude vykonavat

elektronicky pocitac, computer.

- Preklad slova computer:

1. dnes - pocitac
2. dfive - poctar, clovék zapojeny do numerickych vypoctd.

- Prestoze budeme dale predpokladat, ze algoritmy budeme

implementovat na elektronickém pocitaci, pojem
algoritmu samotny na elektronickych pocitacich nezavisi.
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Nejvétsi spolecny délitel (NSD, GCD)

Ukazka algoritmu

- Tri algoritmy pro reSeni téhoz problému - nalezeni

nejvetsiho spolecného délitele dvou celych cisel.
- Méjme dvé nezaporna cela cisla m a n, z nichz aspon

jedno je navic rGzné od nuly.

- Demonstrace nékolika dllezitych skutecnosti:

- dodrzeni pozadavku jednoznacnosti instrukci,

- rozsah vstupnich hodnot je nutné presné specifikovat,

- ten samy algoritmus mdzZeme reprezentovat nékolika
rlznymi zplsoby,

- pro feSeni jednoho problému miize existovat vice
algoritmd a

- algoritmy fesici stejny problém mohou byt zaloZeny na letopoctem.
zcela rozdilnych myslenkach, principech a mohou se
vyrazneé lisit v rychlosti reSeni daného problému.

- Nejvétsi spolecny délitel gcd(m, n) definujeme jako
nejvetsi celé Cislo, které déli obé ¢isla m a n beze zbytku.

- Algoritmus pro jeho nalezeni popsal v knize ,Zaklady”
Euklides z Alexandrie zhruba ve tretim stoleti pred nasim
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NSD - Eukliddv algoritmus NSD - Euklidav algoritmus (pokrac.)

Priklad

Algoritmus je zaloZen na opakovaném aplikovani vztahu
gcd(60,24) = gcd(24,12) = gcd(12,0) = 12

gcd(m, n) = gcd(n, m mod n), (1) gcd(24,60) = gcd(60,24) = gcd(24,12) = gcd(12,0) = 12
gcd(7,3) = gcd(3,1) =gcd(1,1) = gcd(1,0) =1
gcd(3,7) = gcd(7,3) =gcd(3,1) = gcd(1,1) = gcd(1,0) = 1
gcd(13,0) = 13
gcd(0,13) = gcd(13,0)=13

dokud zbytek m mod n neni roven 0.

Protoze gcd(m, 0) = m, je posledni hodnota m rovna
hledanému nejvétSimu spolecnému déliteli.
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NSD - Euklidav algoritmus (pokrac.) NSD - Eukliddv algoritmus (pokrac.)

Zapis pomoci pseudokodu:
Strukturovangjsi forma zapisu — jednotlivé kroky vypoctu: Vstup : Dvé nezaporna cela Cisla m a n, z nichZ aspon
jedno je nenulové

Krok 1 Jestlize n = 0 potom vrat hodnotu m jako vysledek . s el
Vystup: Nejvetsi spolecny délitel Cisel m a n, gcd(m, n)

a skonci; jinak pokracuj Krokem 2.

1 whilen 20 do
Krok 2 Vydél cislo m cislem n, zbytek po déleni prirad do 5 r < mmod n;
r. 3 m <« n;
Krok 3 Prirad hodnotu Cisla n do m, hodnotu cisla r do n. 4 ner
Pokracuj Krokem 1. 5 end
6 return m;
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NSD - algoritmus postupnym délenim NSD - algoritmus postupnym délenim (pokrac.)

- Algoritmus zalozen pfimo na definici NSD — NSD déli obé

i Cele i & [ e A Strukturovanéjsi forma zapisu — jednotlivé kroky vypoctu:

- NSD nemdZze byt vétsi nez mensi ze zadanych Cisel, takze Krok 1 Prirad do t hodnotu min(m, n).
muzeme psat t = min(m, n). Krok 2 Vydél ¢islo m ¢islem t. Jestlize zbytek po déleni je
- Pokud t déli obé cisla m a n beze zbytku, pak gcd(m, n) = t, roven 0, pokracuj Krokem 3; jinak pokracuj Krokem
jinak Cislo t snizime o 1 a postup opakujeme. &,
- Kdy se algoritmus zastavi? Krok 3 Vydél cislo n Cislem t. Jestlize je zbytek po déleni

roven 0, vrat Cislo t jako vysledek a skonci; jinak

Priklad pokracuj Krokem 4.

Prom=60an=24jet=min(60,24) = 24.
Algoritmus nejprve vyzkousSi t = 24, pak t = 23 a tak dale az se
nakonec zastavi na Cisle t = 12.

Krok 4 Sniz hodnotu Cisla t o 1a pokracuj Krokem 2.
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NSD - algoritmus postupnym délenim (pokrac.) NSD - algoritmus rozkladem na prvocinitele

Krok 1 Proved rozklad cisla m na prvocinitele.

Chyba v algoritmu Krok 2 Proved rozklad cisla n na prvocinitele.

Krok 3 Najdi vsechny spolecné prvocinitele v rozkladech
ziskanych v Kroku 1 a Kroku 2.
Pocet vyskytl spolecného prvocinitele p je roven

- Algoritmus v této podobé nefunguje spravng, pokud je
jedno z ¢isel m a n rovno 0. Cislo t by mélo hodnotu 0
a doslo by k déleni nulou.

- Pozadavky na hodnoty vstupujici do algoritmu je nutno min(p,., p,),

peclivé specifikovat!
kde p,, resp. p,, je pocet vyskytl p v rozkladu cisla

m resp. n,

Krok 4 Spocitej soucin vSech spolecnych prvocinitel(
a tento soucin vrat jako vysledek.
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NSD - algoritmus rozkladem na prvocinitele (pokrac.) NSD - algoritmus rozkladem na prvocinitele (pokrac.)

Problémy
Priklad - Popsany algoritmus je vypocetné mnohem narocnéjsi nez
Prom = 60 a n = 24 bude pribéh algoritmu nasledovny: Euklidiv algoritmus.
5 el - Nalezeni NSD pomoci rozkladu na prvocinitele neni
60 = 22.3'.5 } _ o .
. algoritmus - rozklad cisla neni ,jednoznacna instrukce®.
262 2703 - Pro rozklad na prvocinitele je totiz nezbytny seznam
gcd(60,24) = 22.37 prvocisel.
= 12 - Krok 3 také neni zfejmy - jak nalézt spolecné prvky

v prvociselném rozkladu? Jak nalézt spolecné prvky ve
dvou setfidénych seznamech cisel?

74/805 75/805

Eratosthenovo sito Eratosthenovo sito (pokrac.)

- ReSeni problému nalezeni vSech prvocisel mensich nebo

rovnych cislu n, kde n > 1. Priklad

- Plivod v Recku, cca 200 let pred nasim letopoctem. Pro n =25 dostavame

* Nejprve si vytvofime seznam vsech prirozenych Cisel od 2 2345678910111213 141516 17 18 19 20 21 22 23 24 25
do n. 23 5 7 9 M 13 15 17 19 21 23 25

- Postupné bereme Cisla, které z(istavaji v seznamu 23 5 7 1 13 17 19 23 25
a vylucujeme jeho nasobky. 23 5 7 mn 13 17 19 23

- Timto zpUsobem pokracujeme dokud, nelze ze seznamu
vyloucit Zzadné dalsi Cislo.

- Cisla, ktera ziistala v seznamu jsou hledana prvocisla.
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Eratosthenovo sito (pokrac.) Eratosthenovo sito (pokrac.)

Vstup : Prirozene Cislon > 1

Zastaveni algoritmu Vystup : Pole L obsahujici vdechna prvocisla s n
-V prikladu jsme jako posledni vylucovali nasobky cisla 5. 0GP & 2100 6E
) . e o L A :
- Jaké bude, pro dane n, nejvétsi cCislo p jehoz nasobky j end HieE

budeme ze seznamu vylucovat?
o . for p « 2to|y/n] do
- Prvni nasobek bude p - p, tj. p?.

4
5 if A[p] # 0 then /| p nebylo dosud vylouceno
- VSechny nizsi nasobky 2p, 3p, ..., (p - 1)p jiz byly 6 j < p%
eliminovany jako nasobky jinych Cisel: 2p jako nasobek 2, 7 while j < n do
3p jako nasobek 3 a tak dale. 8 Alj] < O;
- Dale je zfejmé, Ze p? < n a tudiz p = |/n], kde |x] znadi 9 J < j+p;
nejbliz§i mensi prirozené Cislo k Cislu x. 10 end
n end
12 end
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Eratosthenovo sito (pokrac.) NSD - algoritmus rozkladem na prvocinitele

13 // Cisla, ktera nebyla z pole A vyloucena, okopirujeme

do pole L
1% |« 0;
15 for p « 2 ton do - ZacClenénim Eratosthenova sita dostavame pro vypocet
16 if A[p] # 0 then nejvétsiho spolecnéeho délitele pomoci prvociselnéeho
17 L[i] « Alp]; rozkladu regulérni algoritmus.
18 —i+T - Zbyva vyresit problém, kdy jedno nebo obé cisla, pro nez
19 end pocitame nejvétsiho spolecného délitele, je rovno 1.
20 end

80/805 81/805



Co je to algoritmus. Strategie reseni problému
pomoci algoritmd. Vyznamné typy rfeSenych
problém.

Zaklady algoritmického reSeni problémi

Proces navrhu a analyzy algoritmu

[ Porozuméni problému ]

i

Rozhodnuti o:
vypocetnim zafizeni
] exaktnim nebo aprox. algoritmu
technice navrhu algoritmu

—{ Navrh algoritmu }—

—[ Dlkaz spravnosti }

[ Analyza algoritmu ]—

l

[ Implementace ]
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Zaklady algoritmického feseni problémd

- Algoritmy povazujeme za proceduralni, konstruktivni

zpUsob reSeni daného problému.

- Algoritmy nejsou feSenim problému samy o sobé, ale jsou

navodem jak reseni ziskat.

- Informatika vs. matematika — neexistence ,nekonecné

malého € ,limity pro n jdouciho k nekonecnu®.

- Podobnost informatiky a starofeckého pojeti geometrie -

feSeni pomoci ,pravitka a kruzitka“ konecny pocet krokd.
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Porozuméni problému

- Na prvni pohled banalita — nespravné porozumeéni se

mUzZe vymstit = nutnost algoritmus prepracovat.

- Re3eni ukazkovych pripadd, specialni pripady fedent.
- Vstupni data definuji instanci problému. Definice

pfipustnych vstupnich dat.

- Spravny algoritmus musi pracovat spravné pro vSechna

pripustna vstupni data, ne jen pro vétsinu.

- Znalost odborne literatury vyhodou - typické problémy

a jejich typicka reseni.

- Neni tedy vzdy nutné ,vynalézat znovu kolo®,
- Pro vybér vhodného algoritmu je dobré znat jejich silné

i slabé stranky.
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Vypocetni zafizeni

- Vypocetni zarizeni — pocitac nemusi byt jen ,notebook”

- Paralelni vypocetni zafizeni - vicejadrové procesory,
akceleratory CUDA, paralelni superpocitace.

- Dosud prevazuje von Neumannova architektura (John von
Neumann 1946).

-V dalsim vykladu se budeme zabyvat sekvenénimi
algoritmy na von Neumannoveé architekture.

- Random Access Machine (RAM) - teoreticky model von
Neumannovy architektury pocitace.
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Vypocetni zafizeni (pokrac.)

Varovani

,The real problem is that programmers have spent far too
much time worrying about efficiency in the wrong places and
at the wrong times;

premature optimization is the root of all evil

(or at least most of it) in programming*

Donald Knuth, The Art of Computer Programming
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Vypocetni zafizeni (pokrac.)

- Pro navrh algoritmu a zkoumani jeho efektivity je vhodné
vyuzit RAM - HW a SW nezavislost.

- Prakticka implementace - je nutné brat v Gvahu HW a SW
omezeni konkrétniho pocitace.

- Predpoklad dostatecného vykonu pouziteho pocitace.
Pocitacovy ,pravek”.
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Presneé vs. priblizné reSeni probléemu

- Exaktni algoritmus - poskytuje presné reseni.
- Aproximacni algoritmus - poskytuje priblizné reseni.
Vyuziti aproximacnich algoritmu:

1. Existuji dllezité problémy, které neumime presné fesit,
napr. aerodynamické a hydrodynamické problémy.

2. Exaktni algoritmy jsou z podstaty problému neprijatelné
pomalé. Pomalost je zplisobena obrovskym pocet moznych
fesSeni, ne nekvalitnim algoritmem nebo implementaci.

3. Aproximacni algoritmus je soucasti sofistikovaného
exaktniho algoritmu.

Poznamka

Pokud nepotrebujeme striktné oddélit algoritmus pro presné
a pro priblizné reseni problému, privlastek exaktni obvykle
vynechavame.

88/805



Techniky navrhu algoritmd Techniky navrhu algoritmu (pokrac.)

- Mame pohromadé vSe potrebné: pochopili jsme zadany
problém, zvolili vypocetni zafizeni a rozhodli zda

pouzijeme exaktni nebo aproximaéni algoritmus. PFinosnost technik navrhu algoritmu

- Jak postupovat pfi navrhu algoritmu? Jakou pouzit 1. poskytuji navod, jak navrhovat algoritmy pro nové
techniku navrhu algoritmu? problémy, pro které neni znam uspokojivy algoritmus, a
Definice 2. umoznuji prehledné klasifikovat nejriizngjsi algoritmy

Technika navrhu algoritmu (strategie navrhu algoritmu Ci podle jejich zakladni myslenky.

paradigma navrhu algoritmu) je obecny pristup
k algoritmickému reSeni problémd, ktery je aplikovatelny na
mnozstvi problém( z rznych oblasti informatiky.
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Techniky navrhu algoritmi (pokrac.) Techniky navrhu algoritmi (pokrac.)

Méjme vSak na paméti, Zze

- navrh konkrétniho algoritmu pro rfeseni konkrétniho TN e ED SR

problému mize byt velice narocnym dkolem, - vhodna datova struktura ma zasadni vyznam pro

- ne vsechny techniky navrhu algoritmu lze aplikovat na navrhovany algoritmus — Eratosthenovo sito versus
konkrétni problém, nékdy je nutné techniky kombinovat, Spojovy seznam

- m(zZe byt obtiZzné rozpoznat na jaké technice navrhu je - nékteré z technik navrhu algoritmi silné zavisi na
algoritmus zalozen, strukture nebo na restrukturalizaci dat urcujicich instanci

- i pokud je technika jasna, sestaveni algoritmu ¢asto reseneho problemu,
vyzaduje netrivialni Usili a vynalézavost, avsak - Niklaus Wirth: ,Algorithms + Data Structures = Programs”

- s pribyvajici vyvojarovou praxi se vSe stava snazsi a snazsi,
ale zridkakdy snadnée.
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Metody zapisu algoritmu pfi jeho navrhu Metody zapisu algoritmu pfi jeho navrhu (pokrac.)

Pfirozeny jazyk Pseudokod

- nemusi jit 0 pisemny zaznam - Ustné formulovana * smés prirozeneho jazyka a konstrukci podobnych
programovacim jazykim.

myslenka

- mozné nejednoznacnosti — extrémni pfipad ,Zenu holi - obvykle presnejsi a strucnejsi nez prirozeny jazyk
stroj.” - strucnéjsi zapis navrhovaného algoritmu

- schopnost precizné formulovat myslenky, formulovat je - existuje mnozstvi navzajem podobnych ,dialekt(”
logicky spravné, definovat pojmy popisujicich problém, pseudokodu

pojmy zafazovat do myslenkového schématu atd.
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Metody zapisu algoritmu pfi jeho navrhu (pokrac.) Metody zapisu algoritmu pfi jeho navrhu (pokrac.)

Start

L

Programovaci jazyk Vyvojovy diagram —
- angl. flowchart

- dalsi mozny zplsob zapisu
Process 2b

. . . , , - graficka forma zapisu
- tento zapis povazovan spise za implementaci algoritmu

Process 2a

Output

Stop

- dnes jiZz nepouzivano
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Dlkaz spravnosti algoritmu Dukaz spravnosti algoritmu (pokrac.)

Definice

Algoritmus povazujeme za spravny, pokud pro kazdy spravny

vstup }pos’kytne v |<on’ecnen? C,ase f,pra,vny vysle.dek. PIo - jako dlikaz nespravnosti algoritmu staci najit jedinou
nespravny vstup neni chovani spravneho algoritmu instanci problému, abychom mohli algoritmus prohlasit
definovano. za chybny.

- Obvyklou metodou diikazu je matematicka indukce.
- DUkaz spravnosti vs. nespravnosti algoritmu

- Pro korektni dlikaz spravnosti algoritmu nestaci prokazat
spravnost pro nékterou instanci problému, spravnost
musime umét prokazat pro vSechny instance problému,
a naopak
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Analyza algoritmu — zkoumaneé vlastnosti Analyza algoritmu - zkoumané vlastnosti (pokrac.)

Spravnost - jiz vyfeSeno
Casova slozitost (angl. time complexity) - nelze exaktné definovat, na rozdil od slozitosti,

- spiSe jde o subjektivni zalezitost - krasa, elegance (NSD

- Jak rychle algoritmus pracuje” S . >
Euklidovym algoritmem vs. rozklad na prvocinitele),

- rychlost nemérime casovymi jednotkami, ale mnozstvim
provedenych instrukci algoritmu (stejny algoritmus na
rychlejSim a pomalejSim HW)

- jednodussi algoritmus — snazsi pochopit, implementovat,
patrné i mensi mnozstvi chyb,

- jednodussi algoritmus — nemusi mit nutné nizsi slozitost,

Prostorova slozitost (angl. space complexit
(angl. sp P y) - pouziti - typicky prototyp SW. Pokud nevyhovuje - prechod

- ,Jak mnoho paméti algoritmus potrebuje” na algoritmus s nizsi slozitosti. Ale! ,Pfedcasna

- méfime v bytech a nasobcich SppiimelzEee.
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Analyza algoritmu - zkoumané vlastnosti (pokrac.) Analyza algoritmu - zkoumané vlastnosti (pokrac.)

- terminologie - opak jednoduchosti neni ,sloZitost" - feSeni obecnéjsiho a konkrétniho problému na stejné
algoritmu, ale komplikovanost, nesrozumitelnost, (rovni = napr. hiedani medianu, fesent pres trident
nevhodnost navrhu (obecngjsi) i konkrétni algoritmus

- feSeni obecnéjsiho je vyrazné narocnéjsi — napfr.
kvadraticka rovnice ax® + bx + ¢ = 0 versus obecna

algebraicka rovnice n-tého stupné.
1. obecnost navrzeného algoritmického feseni - resit

. ) . s o 2.
problem velice obecné a nebo brat v tvahu mozna
zjednoduseni v konkrétnim pripadé?
. resevm obecm?Jsmo problevmu Jevl?hcl n?z |<onkretmhp = . U NSD neni pfirozené vylougit &slo 1, ale
napr. nesoudeélnost dvou cisel, reSeni pres NSD, NSD je o : P . . .
o . - u kvadratické rovnice vétSinou predpokladame, ze a, bac
obecnéjsi problem . PP " Lo .
jsou realna Cisla — obecnéji lze brat i Cisla komplexni.
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Analyza algoritmu - zkoumané vlastnosti (pokrac.) Kodovani algoritmu

- Opét podcenovana faze - ,Algoritmus mame vymysleny,
tak ted to jenom prepiseme do pocitace a mame hotovo.”

- Algoritmus implementujeme bud nespravné nebo
neefektivné nebo dokonce nastanou obé moznosti
najednou.

-V praktickém Zivoté - spravnost programl je ovéfovana
testovanim.

- Testovani program( je ,umélecké remeslo”

- Dalsi kritické misto - vstup dat.

- Skola - vstupni data definuji korektni instanci feSeného
problému.
- Praxe - otazku kontroly vstupnich dat je nutno resit.
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Robustnost algoritmu

Definice

Algoritmus povazujeme za robustni, pokud je spravny a pro
kazdy nespravny vstup vyda hlaseni o chybé a je schopen se
z chyby zotavit.

Robustnost\

Spravnost
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Efektivita implementace (pokrac.)

- Hledani stale lepSiho a lepsSiho algoritmu zajimave
mentalni dobrodruzstvi...

- Otazkou je kdy prestat. Dokonalost je drahy luxus.
InZzenyrsky pristup - zdroje alokované pro projekt.

- Akademicka otazka optimality algoritmu: ,Jaka je nejmensi
mozna sloZitost jakéhokoliv algoritmu, ktery vyresi dany
problém?”

- Napriklad sekvencni algoritmus pro tfidéni pole s n prvky
- minimalné nlog, n porovnani.

- Lze kazdy problém reSit algoritmem? Nerozhodnutelné
problémy - nelze je resit jakymkoliv algoritmem.
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Efektivita implementace

- Spravnost implementace algoritmu je nezbytnost.

- Ale i spravnou implementaci lze provéest neefektivné,

vykon pocitace neni vyuzit tak, jak by mohl byt.

- Optimalizace kodu:

1. manualni - vypocet invariantu cyklu, nahrazeni spolecnych
podvyrazd proménnou.

2. automaticka - algoritmy optimalizace zabudované do
kompilator(, napr. pridélovani registrd.

- Optimalizaci kodu lze zlepsit efektivitu programu o néjaky

konstantni faktor, napr. 10%.

- Pro radikalni, radové, zlepSeni je nutné implementovat

algoritmus s nizsi slozitostl.
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Efektivita implementace (pokrac.)
- Nastésti vétSinu problémi z praktického Zivota lze
algoritmicky resit.
Dobry algoritmus je vysledkem opakovanéeho usili
a nékolikanasobného prepracovavani.
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DUlezité typy problémd

- Tridéni
Co je to algoritmus. Strategie feSeni problémi * Vyhledavani
pomoci algoritmd. Vyznamné typy rfeSenych + Zpracovani retezcu

o5 - Grafove Uloh
problemu. !

o s L - Kombinatoricke tlohy
Dulezité typy probléemu . Geometrické dlohy

- Numerické tlohy
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Tridéni Usporadani

Definice
Méjme binarni homogenni relaci p € A x A na mnoziné A.
- Tridéni v informatice — preusporadani prvk( do neklesajici

. o - Relaci p nazyvane (neostré) castecné usporadani, jestlize
posloupnosti. Srovnej s tridénim odpadu. P y ( ) P :

_ o ] o je soucasné reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.
- Mezi prvky musi byt definovana relace usporadani Cili

. - Relaci p nazyvame (neostré) Gplné usporadani, jestlize je
vztah ,mensi nebo rovno* <. '

T o soucasné reflexivni, antisymetricka, tranzitivni a Gplna.
-V praxi tfidime Cisla, Fetézce Ci strukturované zaznamy.

- Relaci p nazyvame (Castecné) ostré usporadani, jestlize je
soucasné asymetricka (a tedy i antisymetricka a ireflexivni)
a tranzitivni.

- U zaznamu musime definovat kli€ tj. ¢ast zaznamu pole
které tridime pro kterou je definovano usporadani. Kli¢

nemusi byt definovan explicitné, napf. u Cisel je jim cislo . . .. . we e e e
camo - Relaci p nazyvame uplné ostre usporadani, jestlize je

soucasné asymetricka (a tedy i antisymetricka
a ireflexivni), tranzitivni a souvisla.
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Usporadani - poznamky Usporadani - poznamky (pokrac.)

- Neostré usporadni standardné znacime <, ostré - Dva rlizné prvky x, y jsou porovnatelné v usporadani s,
usporadani pak <. jestliZe plati (x < y) v (v < x). V opaéném pfipadé jsou

- Misto oznaceni €astecné usporadani pouzivame nékdy jen prvky neporovnatelné. V uplném uspofadani jsou kazde
usporadani. dva prvky porovnatelné.

- Misto terminu Gplné usporadani se pouziva i termin - Priinik uspofadani je opét uspofadanim. Sjednoceni
totalni ¢i linearni usporadani. usporadani nemusi byt obecné usporadanim.

- Je-li < uspofadani na mnoziné A, pak relaénimu systému * Vztah mezi ostrym a neostrym usporadanim je mozno
(A, <) Fikame usporadana mnozina (angl. poset - partially zapsat takto: "< " = "<" u " =" . pfidanim identické
oredered set). Uplné uspofadané mnoziné fikame fetézec relace (,rovnosti“) k ostrému usporadani.

(angl. chain).
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Pouzité vlastnosti binarnich homogennich relaci Hasselv diagram

Relaci usporadani standardné znazoriujeme pomoci Hasseova
diagramu, ktery

Pouzité vlastnosti relace p CAxAVXx,y,z € A:

- reprezentuje relaci bezprostredniho predchazeni bez

- reflexivita: xpx, tranzitivnich hran, ktera je stejna pro ostré i neostré

- ireflexivita: ~(xpx), usporadani a ktery

- asymetrie: xpy = ypXx, - odpovida orientovanému grafu, kde jsou vSechny hrany

- antisymetrie: Xxpy A ypx = X = , orientovany zdola nahoru.

- tranzitivita: xpy Aypz = xpz, Priklad

- souvislost: [x # y = xpy Vv ypx], /{a,b}\ Ha}sse&v diagvrfam p“ro relaci vgs?ofédéni
- Uplnost: xpy V ypx. (a) (b} ,byt podmnozinou® na mnoziné {a, b}.

\ / Tranzitivni hrana, ktera se bézné
@ nezobrazuje, je zobrazena teckované.
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Castecné usporadani - priklad Uplné usporadani - pfiklad

Pro libovolnou mnozZinu A mizeme definovat na mnoziné jejich - Obvykla relace < na mnoziné prirozenych,
podmnozin P(A) uspofadani < inkluzi: X € Y pokud X C Y, kde )@ celych, racionalnich a realnych Cislech je
X,Y € P(A). Uplné usporadani.

e - Abecedni, lexikografické, usporadani retézcd

Takto definované usporadani neni Gplné ale pouze castecneé,

protoze v ném existuji neporovnatelné prvky. je take Uplneé usporadani.

Oe .. B B S ; .
Priklad - Spravne seskladané matrjosky jsou uplné
. . usporadané pomoci relace ,byt uvnitr*. Ale
m . VA-={l,e ¢}js0 1 y y SR
/{ | ‘}\ e or{ovnat‘e}l:frrllji vk pouze za predpokladu, ze do zadné babusky
m (me {6 P § . I A ) De se nesmi vejit vice mensich vedle sebe -
' ' ' + vsechny jednoprvkove : v tom pfipadé dostavame pouze ¢astecné

{L} >< ] >< {l} podmnoziny mezi sebou a usporadan.

| - vSechny dvouprvkové
@ podmnoziny mezi sebou.
116/805 117/805

Tridéni - vyuziti Definice tfidiciho probléemu

Hden hod . - d o - Predpokladejme posloupnost prvki A = a,, a,,...a,.
: S?trl eny ’se_zn_am ,O notjezpoza ovanym’vy’st’upem - Ukolem tfidéni je nalézt permutaci m: N - N takovou, ze
vysledkova listina zavodu, vysledky vyhledavani na

, a. <a_ provsechnalsi<n.
internetu. i i+1

m
5 o o o - Permutaci m nelze nalézt pfimo, permutaci n prvk{ je n.
- Pro nékteré ulohy se resi lépe pro setridény vstup - o , } , , )
- Tridici algoritmy budeme chapat jako algoritmy, ktere

typicky vyhledavani. Telefonni seznam. Geometrické Glohy. = - _ b o
Komprese dat. Hladové algoritmy. postupné konstruuji permutaci m, napriklad porovnavanim

a vyménou prvkd.
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Méjme posloupnost A = ebfcda a obvyklé abecedni
usporadani pismen. Hledana permutace je

- Tridicich algoritm( byla vyvinuta cela rfada. Neexistuje

123 4 5 6 jeden univerzalni algoritmus pro vSechny situace.
= ( 6 2 4 5 1 3 - jednoduché a pomale vs. komplexni a rychlé,
- nahodna vs. témér setfidéna posloupnost na vstupu
Potom - vnitfni pamét vs. vnéjsi pameét.

- Mame-li dano n prvk(, minimalni pocet porovnani je

Qp, < On, < Op, < 0p, <0p <0p nlog, n pro seériove algoritmy zalozené na porovnani
0,<0,<Q,<0;<0, <0, a vymene.
a<b<c<d<e<f
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Tridéni (pokrac.) Tridéni (pokrac.)

- Stabilni tfidéni - zachovava vzajemné polohy prvki.
Jestlize mame ve tridéné posloupnosti dva prvky se

shodnym klicem na pozici i a j, kde i < j, pak po setfidéni - Tridéni V|n-§|tu = :tr|d|C| algontm}us si sztau jen sg pameti
budou tyto prvky na pozicich i’ aj*, kde i’ < j'. pro uloze.m prvku plLVJ,S pr@ayr?a pam?t kovrjs’Earltmho D
rozsahu tj. tato pameét nezavisi na poctu tridenym prvku,
. 20 ‘ ‘ 10 typicky proménné pro prichod cyklem, logické pfiznaky
atd.

. 10 20 ‘ ‘ - PFirozené tridéni - slozitost tfidiciho algoritmu roste

. L . . s mirou nesetridénosti vstupnich dat.
Napovéda: sledujte vzajemné polohy oranzovych a zelenych Cisel.

Algoritmy tridici pomoci vymén na velkou vzdalenost jsou
obvykle rychlejsi, ale zase nejsou stabilni.
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Mira nestridénosti posloupnosti dat

- Cilem je najit méritko nesetridénosti, ,rozhazenosti*
posloupnosti n prvkd, které mame tridit.

- Setfidéné posloupnosti by méla odpovidat nulova
nesetridénost.

- Posloupnosti setfidéné v opacném poradi by méla
odpovidat maximalni nesetridénost.

- Ostatni posloupnosti by se mély pohybovat mezi témito
krajnimi moznostmi
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Inverze v permutaci

Definice

Méjme permutaci m : N — N. Inverze v permutaci m je dvojice
prvkl i,j takova, Ze i < j a zaroven m,; > ;.
Inverzi v permutaci mizeme volné interpretovat tak, ze ,na
mensim indexu je vétsi prvek a soucasné na vetsim indexu je
mensi prvek”.

Priklad

Vsechny permutace v m
n=(1 2 3 4) 1<2A4>1 1<bpnt>2
4 1 3 2 1<3N4>3 3<4A352
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Mira nestridénosti permutace

- Permutace Cisel 1...n.

- Identicka permutace - nulova nesetridénost

n_123456
id™\1 2 3 4 5 6

- Obracena permutace — maximalni nesetridénost

n_123456
ree "\ 5 4 3 2 1

- Nesetfidénost permutace budeme méfit poctem inverzi
dané permutace.
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Pocet inverzi v permutaci

- Identicka permutace - celkovy pocet inverzi je nulovy

- Obracena permutace

Prvek Inverze s prvky Pocet inverzi
n n-1,n-2,n-3,..,1 n-1
n-1 n-2,n-3,..,1 n-2
3 2,1 2
2 1 1
1 - 0

Celkovy pocet inverzi je roven

(n—1)+(n—2)+---+2+1+0=%n(n—1)
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Primérny pocet inverzi v permutaci Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.)

- Oznacme C, celkovy pocet inverzi ve vsech permutacich n
prvkl. Nejprve odvodime vztah mezi C, a C, ;.

- Uvazujme vSechny permutace n - 1 prvkd. Ke vSem témto
permutacim pridame n za posledni prvek permutace.
Pocet inverzi se nezvysi a bude roven C, _,.

- K permutacim n - 1 prvk(i pfidame n za predposledni
prvek permutace. PocCet inverzi se zvysi o jednu pro kazdou
permutaci, tedy C, , +1-(n-1)!

- AZ nakonec k permutacim n - 1 prvkd prfidame n pred
prvni prvek permutace. Pocet inverzi se zvysi o n - 1 pro
kazdou permutaci, tedy C,_, +(n - 1)(n - 1)}
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Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.) Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.)

Primérny pocet inverzi I je roven
Rozepiseme vztah pro [,

Cn
nT o 1 1
n o= 1 ,+=(n-2)+=(n-1)
- | | .. 2 2
Odtud dosadime C, = n!l_resp.C,_, =(n- 1) _ a dostavame 1 1 1
= In_3+§(n—3)+§(n—2)+§(n—1)
1
nl = nn-14 _, + E(n - 1)n!
1 ; 1 1
= | .+—(n- e+ —(n-2 —(n -1
= n”n—1 +%(n_1)n! n—,+2(n ’)+ +2(n )+2(n )

Dale vime, Ze jednoprvkova permutace nemuze mit inverzi,

Po vykraceni n! dostavame .
tudiz 1, = 0.
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Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.)

Nyni hledame takové i, aby vyraz n - i v indexu I, _; byl roven 1.
Zrejmé i =n-1a proto

n - n(n1) [n (n_1)]+_[n (n- 2)] =(n - 2)*’%(” 1)

1 1

= I1+—-1+5-2+-"+5(n—2)+§(n_1)

2
S S
= l1+§[%n(n—’l)]

1
= I1+Zn(n—1)
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Vyhledavani

- Zakladni Gloha - nalezeni prvku a v dané mnoziné M, Ci
multimnoziné.

- Matematicky - platia € M resp. a ¢ M?

- Matematika nereSi slozitost této operace.

- Algoritml pro vyhledavani existuje cela rada - sekvencni,
pllenim intervalu, hasovani...

- Neexistuje optimalni algoritmus pro vSechny situace,
algoritmy maji rlizné predpoklady - vice paméti pro
rychlejsi praci, setridéné pole...

- DUlezité aspekty:

- vzajemny pomér operaci vyhledavani, vkladani a mazani
prvku z mnoziny — prevazuje vyhledavani nebo je pomér
vyrovnany?

- organizace velmi velkych dat.
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Primérny pocet inverzi v permutaci (pokrac.)

A protoze I, = 0 dostavame konecné

1
I, = Zn(n -1)

- pocet inverzi v permutaci n prvki

Minimum 0
Primér wn(n-1)
Maximum Zn(n-1)
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Zpracovani fetézcl

- Retézec - posloupnost znakl z dané abecedy.
- Typické priklady retézc(:
- textové retézce, abeceda sloZzena z pismen, Cislic

a interpunkce,

- bitove fetézce slozené z 0 a 1 nebo
- genoveé fetézce slozené ze znakli A, C,GaT
- Vyuziti
- zpracovani text(,
- komprese dat,
- programovaci jazyky a kompilatory nebo
- vyhledavani v fetézcich (pattern matching) - hledani

jednoho fetézce, vzorku, Ci vzorkd v jiném fetézci. Trivialni
priklad - Ctrl+F v textovém editoru.
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Vyhledavani v textu - Pattern Matching Vyhledavani v textu - klasifikace vyhledavacich algoritmi

Predzpracovani textu
- Pri vyhledavani v textu zjistujeme, zda dany vzorek/vzorky ne ano
(pattern) odpovida, shoduje se, s ¢asti v daného textu. S . ) .
MiZeme také Fici, Ze hledame vyskyty vzorku v textu. < o IEEOYE MELsey) 679 ey tieioo-
) o R @ vyhledavani vé vyhledavace, obecné jsou to
Vyuziti: > c ) . .
- v textovych editorech (pohyb v editovaném textu, zaména — iliool oL 2y, Imermailen REEEvEl s
retézct), § tems
- v utilitach typu grep, které umozni najit vSechny vyskyty ©
zadanych vzork( v mnoziné textovych soubord, 5 vz
. wWhledavani b = 5 pokrocilé . ) I
vyhledavani na webu, L = . signaturove vyhledavaci
- pfi zkoumani DNA, © vyhledavaci metody
- pfi analyze obrazu, zvuku apod. algoritmy
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Vyhledavani v textu - dalsi kritéria rozdéleni Vyhledavani v textu - oznaceni

Pocet hledanych vzorkd - jeden, konecny pocet nebo
nekonecny pocet vzorki V dal3im textu budeme pouZivat nasledujici oznaceni:

Pocet vyskytl — prvni vyskyt, vSechny vyskyty

- p hledany vzorek, p = p,p, ...p,,_4, kde |p| = m je delka
ZpUsob porovnavani - presné vyhledavani versus priblizné vzorkul

vyhledavani, kdy jsou povoleny odchylky mezi

. oe e - t prohledavany text, t = tyt, ...t,_,, kde |t] = n je délka
vzorkem a textem napr. jeden znak se muze liSit

vzorku,
Smér vyhledavani - v textu obvykle postupujeme od nizsich

. . e . - I - abeceda z niz je sestaven vzorek i text,
indexu k vyssim, ,zleva doprava

.. . . ) - 0 - velikost abecedy % (o = |Z]),
- sousmeérneé algoritmy - vzorek je prochazen

stejnym smérem
- protismérné algoritmy - vzorek je prochazen
opacnym smérem.

- C, — oCekavany pocet porovnani potfebnych k vyhledani
vzorku v textu délky n.
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Grafové Ulohy

>8 o
strava-Svinov,
‘Studén) 3 7 e Z
o
&D Prevzato z [1]

Charles sanchez

- Graf - neformalné mnozina bodu, vrcholu, z nichz nékteré
jsou propojeny useckami, hranami.

- VyuZiti — reprezentace dopravnich siti, projektového fizeni,
socialni sité, elektrické sité atd.

- Zakladni Glohy:

- prichod grafem - lze se dostat do vSech vrcholl grafu

- nejkratsi cesta — nejkratsi cesta mezi dvéma mésty
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Kombinatoricke Glohy

- Podstata uloh - nalézt permutaci, kombinaci Ci
podmnozinu z dané mnoziny objekt(, ktera spliuje urcita
omezeni a pripadné maji néjakou dalsi vlastnost napfr.
minimalizace resp. maximalizace ngjaké funkce.

- Problém obchodniho cestujiciho — poradi navstivenych
mést je permutace, minimalizovana funkce je celkova
vzdalenost.
- Patrné nejslozitéjsi problémy informatiky z teoretického
i praktického pohledu:
- pocet moznych kandidat( reSeni (napr. permutaci) roste
velice rychle a dosahuje obrovskych hodnot uz pro stredné
velké problémy
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Grafové alohy (pokrac.)

- topologické tfidéni - organizace projektu, ¢innosti musi na
sebe navazovat, lze néco délat soubézné?

- Problém obchodniho cestujiciho (traveling salesman
problem, TSP) — Gkolem je najit nejkratSi cestu mezi n
mésty, pricemz kazdé lze navstivit pravé jednou. Logistika,
vyroba mikroCip.

- Problém barveni grafu — Gkolem je najit nejmensi pocet
barev vrcholi tak, aby zadné dva vrcholy spojené hranou
nemély stejnou barvu. Planovani — udalosti odpovidaji
vrchold, hrany spojuji udalosti, které nelze vykonavat
soucasng, reseni problému barveni grafu poskytuje
optimalni rozvrh.
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Kombinatorické Glohy (pokrac.)

- neni znam algoritmus pro nalezeni presného reseni
v pfijatelném case a

- dokonce se nevi jestli takovy algoritmus existuje,
predpoklada se Ze ne.
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Geometrické Glohy

- Zpracovavaji body, usecky, mnohouhelniky a podobné
objekty.
- Jsou to vlastné prvni algoritmy — euklidovska geometrie,
konstrukce ,pravitkem a kruzitkem®.
- Vyuziti:
- pocitacova grafika,
- pocitacové hry,
- robotika,
- medicina.
- V nasem predmeétu:
- problém nejblizsi dvojice bodl — mnozina bodd v roving,
najit dva body s minimalni vzdalenost;,
- konvexni obal mnoZziny bod(l - nalézt nejmensi konvexni
mnohoUhelnik obsahujici dané body.
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Co je to algoritmus. Strategie reseni problému
pomoci algoritmd. Vyznamné typy reSenych
problémd.

Zakladni datové struktury

Numerické alohy

- ReSeni soustav rovnic, vypocet hodnot funkci, uréitych

integralll atd.

- VétSina téchto Uloh vyZaduje pocitani s realnymi Cisly.

Typické problémy:
- pocita¢ umi zachytit jen omezeny rozsah ¢isel (ne o)
a s omezenou presnosti (%,n) a
- kumulace zaokrouhlovacich chyb.

- Védeckotechnické vypocty - klasicka aplikace prvnich

pocitacud. Inzenyrské aplikace.

- Dnes — ukladani a analyza dat, navigace, logistika....
- V nasem predmétu - nékolik typickych tloh, feseni

soustavy rovnic, matice.
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Zakladni datové struktury

- Datovou strukturu mizeme definovat jako zptsob

organizace vzajemné souvisejicich dat.

- Jakou pouZit datovou strukturu silné zavisi na reSeném

problému.

- Existuje nékolik zvlasté dulezitych datovych struktur:

- linearni datove struktury — pole, spojovy seznam, zasobnik,
fronta, prioritni fronta

- graf

- strom

- mnozina

- slovnik
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Pole (Array) Seznam (Linked list)

- Konecna posloupnost n hodnot ulozenych ve spojitém Charakteristika
Useku paméti. - nejobecngjsi linearni
- Pristup pomoci indexu, nahodny pfistup s konstantni datova struktura,
¢asovou slozitosti. - operace nejsou striktné
- Index: urceny,
- nezaporné celé Cislo, - existuje mnoho variant.
- pole s n hodnotami ma rozsah indexd vzdy 0, ...,n -1
Atribut
[afo1arzi| ~ [aln-1] y
- Vyuziti: - atributy seznamu zavisi na konkrétni implementaci,

- pfimo - vektory, buffery,

- v nejjednodussim pripadé jen nutny odkaz na prvni prvek
- zaklad pro dalsi datové struktury — retézce, matice atd.

seznamu, tzv. hlavu seznamu.
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Seznam (Linked list) (pokrac.) Seznam - jednosmérny seznam
Varianty seznamu - slozen z polozek (items),

. o _ ‘ _ - - - polozky obsahuji data a odkaz na dalsi polozku,
- jednosmeérny seznam (singly linked list) - nejjednodussi

. . B - kazda polozka odkazuje na nasledovnika,
varianta, odkaz pouze na naslednika,

- obousmérny seznam (doubly linked list) - polozka  kpolozkam lze pristupovat sekvencne,

Obsahuje odkaz na pFedChl‘]dce i nésledn’lka, ° pﬁmf/ pﬁstup na Zékladé indexu je Sloilty (pr’LOJChOd
3 , , cyklem),
- kruhovy seznam (circular list) - hlava a ocas seznamu . . .
splyvaji - pohyb seznamem dozadu je také problem,

- konec seznamu - specialni odkaz ,nikam®, vétSinou
pojmenovan nil, NULL, nullptr ¢i Nothing.
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Seznam - jednosmérny, jen hlava seznamu

Head

V
S
1]
151/805
Seznam - jednosmérny, kruhovy
Head
Y,
S
B
-
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Seznam - jednosmérny, hlava i ocas seznamu

Head —

Tail

3

Seznam - obousmérny, jen hlava seznamu

BE

152/805

3
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Seznam - obousmérny, hlava i ocas seznamu Seznam - obousmérny, kruhovy

N ~a Ty *
1 iy o pu i (T

ow)

o
-/

] L
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Zasobnik (Stack) Zasobnik - operace

Charakteristika Push Pop Zakladni operace

- Push - vlozeni prvku na vrchol zasobniku

- Pop - vyjmuti prvku z vrcholu zasobniku

- ISEmpty - test prazdnosti zasobniku

- Top - vrati prvek z vrcholu zasobniku bez jeho vyjmuti

%

- princip last-in, first-out,
LIFO

- prvek, ktery byl vlozZen
posledni, je jako prvni ze

zasobniku vyzvednut DalSi mozné operace

OO0

- Init - inicializace zasobniku
- Clear - vyjmuti vSech prvk( ze zasobniku

- prvky vkladame na tzv. vrchol zasobniku (stack pointer). -+ IsFull - test, zda je zasobnik plny (pouze pro zasobnik
s omezenou kapacitou)

Atributy

- prvné vlozeny prvek se nazyva dno zasobniku (stack
bottom) Spravné implementované operace maji konstantni casovou
slozitost O(1), tj. jejich ¢asova slozZitost nezavisi na poctu prvki

157/805 . . 158/805
v zasobniku.



Zasobnik - vizualizace Zasobnik - chybové stavy

- Pokud provedeme operaci Pop na prazdném zasobniku
nastava tzv. podteceni (stack underflow).

H

- Pokud neni mozné pridat dalsi prvek, nastava tzv.

v U U
G & 6
> > > > O
~N ™~
O ™ >
N~ ~— ~—

Pop() Push(K) preteceni (stack overflow).
Pop() Push(G)
Push(H)
Push(E)
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Zasobnik - vyuziti zasobniku Fronta (Queue)
Charakteristika
- princip first-in, U Enqueue

- volani funkci (metod) first-out, FIFO UUUUU
- vyhodnocovani aritmetickych vyrazi * prvek, ktery byl vlozen \
- odstranéni rekurze prvni, je take jako prvni

z fronty vyzvednut Dequeue U

- zasobnikové orientovaneé jazyky, napriklad PostScript, PDF

- testovani parity zavorek, HTML/XML znacek Abributy

- prvni prvek se nazyva hlava fronty (head),

- posledni prvek se nazyva ocas fronty (tail).
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Zakladni operace

- Enqueue - vlozeni prvku na konec fronty

- Dequeue - vyjmuti prvku ze zacatku fronty
.- .. . . B C A C EINH]|G||K]||C
- Peek - vrati prvek ze zacatku fronty bez jeho vyjmuti

- ISEmpty - test zda je fronta prazdna

Dal$i mozné operace Enqueue(A) Dequeque() Enqueue(K)
L E B D E G
- Init - inicializace fronty greue(E) SIS E) LEHEE)
o . Enqueue(C) Enqueue(H)
- Clear — vyjmuti vsech prvku z fronty Enqueue(E)
- IsFull - test, zda je fronta zaplnéna (pouze u fronty q
s omezenou kapacitou)
Spravné implementované operace maji konstantni casovou
slozitost O(1), tj. jejich Casova slozitost nezavisi na poctu prvki
163/805 164/805

ve fronté.

Fronta - chybove stavy Fronta - vyuziti

- Pokud provedeme operaci Dequeue na prazdné fronté - tiskova fronta u sdilené tiskarny
nastava tzv. podteceni (queue underflow). - planovac v operacnim systému (vice béZicich procesti na
- Pokud neni mozné pridat dalsi prvek, nastava tzv. jednoprocesorovém pocitaci = procesy se musi stfidat)
preteceni (queue overflow). - obsluha uzivatel( na serverech obecné
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Prioritni fronta (Priority Queue) Neorientovany graf

Charakteristika Definice

Neorientovanym grafem
nazyvame dvojici G = (V, E), kde V

prvek a zpracuj ho. . . . . ..
B .. Enqueue je konecna neprazdna mnaozina
- na rozdil od obycejné fronty se vrchold, E je mnozina

k prvkim vaze jesté priorita, | jednoprvkovych nebo

* pro prvky se stejnou prioritou FIFO, dvouprvkovych podmnozin V.
Dequeue | 3 .. o o
Prvky mnoziny E se nazyvajl

- feSeni ulohy ,Vyjmi z mnoZiny nejvétsi

- prvek s vysSi prioritou predbiha ty

s nizsi prioritou a odchazi z fronty hrany grafu.
drive Priklad
Implementace G =(V,E)
- pomoci pole nebo setfidéného pole, V={1,23,4,5,6}
- efektivnéji pomoci datové struktury zvané halda (heap). E={{1,2}, {1,3}, (1,5}, {1,6},{2,3}, {2, 4}, {3, 4}, {&4,5},{4,6}}
167/805 168/805
Hrany v neorientovaném grafu Neorientovany graf — stupen vrcholu

Méjme hranu e € E, kde e = {u, v}. Definice
O hrané e Fika . .. hol Stupném vrcholu v neorientovaném grafu nazyvame pocet
EIE GG, 22 S Y] S IENE 1 e hran s vrcholem incidentnich, tj. s(v) = |{e € E | v € e}|.

- Vrcholdm u a v fikame krajni vrcholy hrany e.

- Dale fikame, Ze vrcholy u a v jsou incidentni (nebo, ze Priklad

inciduji) s hranou e. A obdobné, Ze hrana e je incidentni
svrcholy u av.

v s(v)
4

- ProtoZe hrana e spojuje vrcholy u a v fikame, o nich Ze
jsou to sousedni (sousedici) vrcholy.

Definice

o OB W N
NN B W W

Hranu spojujici vrchol se sebou samym nazyvame smyckou.
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Neorientovany graf - stupen vrcholu (pokrac.)

Véta
Soucet stupnt vrchold libovolného neorientovaného grafu
G = (V,E) je roven dvojnasobku poctu jeho hran.

> s(v)=2|E|

veV
Dukaz.
Zfejmy (v sumé se kazda hrana pocita dvakrat). O
171/805
Uplny graf
Definice

Neorientovany graf G = (V, E) ve kterém pro kazdou dvojici
vrcholll u a v existuje hrana nazyvame Gplnym grafem
a oznacujeme je Kiy|-

Priklad
[ ] r— A %
K, K, Ky Ke
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Pocet hran v neorientovaném grafu

Véta
Pro libovolny neorientovany graf G = (V, E) bez smycek plati:

0< [El < ZIVI(VI-1)

Dlkaz.

Maxmalniho poctu hran v grafu docilime tak, ze kazdy z |V|
vrchold spojime hranou se vSemi ostatnimi vrcholy, kterych je
V| - 1. Soucin |V|(]V]| - 1) musime vydélit dvéma, protoze
jsme kazdou hranu zapocitali dvakrat. O
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Husty vs. rfidky graf

- Husty graf — ,téemér kompletni graf, chybi jen ,relativné”
maly pocet hran do maximalniho poctu

- Ridky graf - ,velice maly" pocet hran, ,relativné” velky
pocet hran neexistuje.

- Presna definice neni, pojmy jako ,téemér* ,relativné” Ci
velice maly” jsou subjektivni.

- Zalezi vzdy na konkrétni situaci.

- Pri vybéru reprezentace grafu v pocitaci je nutno brat
zfetel na to zda je graf husty nebo fidky. A s tim nasledné
souvisi ¢asova slozitost implementovanych algoritm.

174/805



Definice Poznamky
Graf H = (V,,, E,) nazyvame podgrafem grafu G = (V,, E;), - Jinymi slovy, podgraf vznikne vymazanim nékterych
jestlize plati nasledujici podminky: vrcholl pdvodniho grafu, véech hran do téchto vrchold
zasahujicich a pripadné nékterych dalSich hran.
1V, SV,
- Termin podgraf se v teorii graftl pouziva jako jista obdoba
2. E, CEg

pojmu podmnozina.

3. Hrany grafu H maji oba vrcholy v H.
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Podgraf (pokrac.) Orientovany graf
Priklad Dl

e Orientovanym grafem nazyvame
dvojici G = (V,E), kde V je
konecna neprazdna mnozina

e vrcholl, E je mnoZina
usporadanych dvojic (u, v), hran,

a e 7 kartézského soucinu V x V.

neboli (u,v) e V x V.

e P¥iklad
G = (V,E)

Podgraf H Vi={1,2,3, 4,5, 6]
E ={(1,2),(1,3),(1, 6}, (2, 3), (3, &), (4, 2), (4, 5), (5, 1),
{(6,1),(6,4)}
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- Pocet rfadkd matice odpovida poctu vrcholl, pocet sloupcl
odpovida poctu hran.

- grafickou formou: - Pokud je vrchol incidentni s hranou, je na dané pozici

- prosté obrazkem, jednicka, jinak nula.

- asi nejsrozumitelnéjsi forma pro clovéka,
- vhodné pro grafy s malym poctem vrchold,

- prakticky nemoznost zpracovani pocitacem. T 1 1 1 0 0 0 O O
0O 1.0 0 1 0 1 0 O
° dicich vrchold.
seznamem sousedicich vrcholu 6 0 00 0 1 1 1 1
0O 0o 1. o 0 0 0O 1 o
0O 0 0 1T 0 O O O 1
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Matice sousednosti Seznam sousedicich vrcholu

- Ctvercova matice, kde rad matice odpovida poctu vrchold
v grafu.

- Pokud jsou dva vrcholy spojeny hranou, je na dané pozici
jednicka, jinak nula.

- 2 0 = =~ o
[ Y S SN N
[ T o S YN
- 2 0 = o o
oo -~ o o =
(= I = T N R = R
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Husty vs. ridky graf a jeho reprezentace Vazené grafy

- Kazdé hrané je prirazeno Cislo oznacované jako vaha ci

Seznam sousedicich vrcholu cen§ DT o o , .
- Motivace v realném svete - delka cesty, kapacita datove
- ukazatele v seznamech zabiraji pamét navic, linky atd.
- vhodny pro fidké grafy, - Vazene grafy mohou byt orientované i neorientované.
+ Reprezentace:

- pohodlnéjsi zmény struktury grafu (vlozeni smazani

. - matice sousednosti - hodnota v matici udava vahu hrany
vrcholu, stejné tak hrany).

nebo je tu specialni hodnota pro neexistujici hranu, co
- seznam sousedicich vrchold - v seznamu sousedu ulozime

Maticova reprezentace i vahu konkrétni hrany.
- vhodna pro husté grafy,
lozent & smazani vrcholu je komplikované © > 1 e
. n mazani vr m ne.
vlozeni ¢i smazani vrcholu je komplikovane 5 oo 7 4
1 7 o 2
183/805 o 4 2 o 184/805

Definice Definice

Posloupnost navazujicich vrcholl a hran
Vi €1y Vyy e Vyy €,V kde e ={v, v, ;}prol1<isn
nazyvame (neorientovanym) sledem.

Sled, v némz se neopakuje zadny vrchol nazyvame cestou.
Tedy v; # v,V 1s i <j < n.Cislo n pak nazyvame délkou cesty.

Cesta
432

Sled
4{4,3}3(3,111{1,3}3(3,2} 2

Z faktu, ze se v cesté neopakuji
vrcholy, vyplyva, Ze se v ni
neopakuji ani hrany. Kazda
cesta je tedy zaroven i sledem.

V orientovaném grafu mluvime o orientovaném sledu. V orientovaném grafu mluvime o orientované ceste.
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Souvislost grafu Souvislost grafu (pokrac.)

77777777777777777777777777

Definice
Graf se nazyva souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma vrcholy

existuje cesta. e e
|

Nesouvisly graf se sklada z nékolika souvislych &astitzv. T
souvislych komponent. Véta

Definice Necht G = (V, E) je souvisly graf. Pak plati |E| 2 |V| - 1.
Souvisla komponenta grafu je maximalni souvisly podgraf

) Dikaz.

daného grafu. o
Zrejmy. ]
187/805 188/805
Uzavreny sled Kruznice

Definice Definice
Sled, ktery ma alespon jednu hranu a jehoz pocatecni Uzavrena cesta je uzavreny sled, v némz se neopakuji vrcholy
a koncovy vrchol splyvaji, nazyvame uzavienym sledem. ani hrany. Uzaviena cesta se nazyva také kruznice.

e Kruznice
e’e BB EPER ‘e? T (ruZnice Jsme musel
O © e D ©

zakazat kromé opakovani
2{2,4}4 o .
vrcholu | opakovani hran proto,
e G aby posloupnostv,,e,,v,,e,, Vv,
nemohla byt povazovana
za kruznici.
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Definice

Souvisly, acyklicky, neorientovany graf nazyvame volnym
stromem (angl. free tree).

Definice Poznamka

Graf se nazyva acyklicky, jestlize neobsahuje kruznici. Prazdny graf je
mozné povazovat
za strom, tzv.

prazdny strom.
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Volny strom (pokrac.) Les

Definice

Acyklicky graf, ktery neni spojity se nazyva les (angl. forest).
Terminologie “ - i : .
Kazda souvisla komponenta lesa je volny strom
- V teorii grafli se objekty, které propojujeme hranami

nazyvaji obvykle vrcholy (angl. vertex, vertices). G

193/805 G @ 194/805

- Pokud mluvime o stromech lze pro vrchol pouZivat i vyraz
uzel (angl. node).

- Oznaceni vrchol a uzel je rovnocenng, jde spise o zvyklost.



Vlastnosti volného stromu

Véta
Necht G = (V, E) je neorientovany graf, potom nasledujici
tvrzeni jsou eRvivalentni:

1. G je volny strom.
2. KaZde dva vrcholy v G jsou spojeny praveé jednou cestou.

3. G je souvisly, ale pokud odebereme libovolnou hranu,
ziskame nesouvisly graf.

4. Gjesouvisly a |E| = |V]| - 1.

5. G je acyklicky, a |[E| = |V] - 1.

6. G je acyRlicky. Pridanim jedine hrany do mnoZiny hran E
bude vysledny graf obsahovat kruZnici.
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Korenovy strom

Definice

Volny strom, ktery obsahuje jeden odlisSny vrchol, se nazyva
kofenovy strom (angl. rooted tree). Odlisny vrchol se nazyva
kofen stromu.

Poznamka

Nékdy se pouziva
také oznaceni
zakorenény
strom.
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Kostra grafu (angl. Spanning tree)

Definice
Kostrou souvislého grafu G nazyvame takovy podgraf grafu G
na mnoziné vSech jeho vrchold, ktery je stromem.

Poznamky

- Kostra musi obsahovat vsechny vrcholy pdvodniho grafu G.

- Koster grafu mlze byt vice.
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Korenovy strom — obvykla vizualizace

Vizualizace 1 Vizualizace 2

Obé vizualizace jsou korenovy strom rovnocenné! Neexistuje
vlevo“ ¢i ,vpravo“

198/805



Korenovy strom - zakladni pojmy

Uvazujme vrchol x v kofenovém stromu T s kofenem r.

- Libovolny vrchol y na jednoznacné cesté od korene r do
vrcholu x se nazyva predchidce vrcholu x.

- Jestlize y je predchlidce x, potom x se nazyva nasledovnik
vrcholu y.

- Jestlize posledni hrana na cesté z korene r do vrcholu x je
hrana (y, x), potom se vrchol y nazyva rodic vrcholu x
a vrchol x je potomek vrcholu y.

- Dva vrcholy majici stejného rodice se nazyvaji sourozenci.
- Vrchol bez potomki se nazyva vnéjsi vrchol nebo-li list.

- Nelistovy vrchol se nazyva vnitfnim vrcholem stromu.
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Stupen vrcholu

Definice

Pocet potomkd vrcholu x v kofenovém stromu se nazyva
stupen vrcholu x.

Poznamky

- Metoda vypoctu stupné vrcholu se u korenového stromu
liSi od vypoctu ve volném stromu.

- V korenovém stromu se nepocita rodic.

- Ve volném stromu pojem rodice neexistuje, existuji jen

sousedni vrcholy, pocitaji se tudiz vsechny vrcholy.
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Korenovy strom - zakladni pojmy (pokrac.)

Poznamky

- Kazdy vrchol je pochopitelné predchidcem
a nasledovnikem sama sebe.

- Jestlize y je predchlidce x a zaroven x # y, potom y je
vlastni predchidce vrcholu x a x je vlastni nasledovnik
vrcholu y.

- Koren stromu je jedinym vrcholem ve stromu bez rodice.

- Vrchol je obecny pojem. Kazdy list a vnitfni vrchol je
zaroven vrchol (bez pfiviastku). Srovnej: Clovek, Zena, muz.
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Hloubka vrcholu, vyska stromu

Definice

Délka cesty od korene stromu
k vrcholu x se nazyva hloubka
vrcholu x ve stromu T.

Definice

Nejvétsi hloubka libovolného
vrcholu se nazyva vyska
stromu T.

Vyska stromu je 4.
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Serazeny strom

Definice

Korenovy strom ve kterém je urceno poradi potomk{ se
nazyva serazeny strom (angl. ordered tree).

Poznamky

- Tudiz, pokud vrchol ma k potomkd, lze urcit prvniho
potomka, druhého potomka, az R-tého potomka.

- Pokud ale napriklad prvniho potomka zrusime, ostatni
potomci se posouvaji! Druhy potomek se stane prvnim,
druhy tretim atd. Nelze mit mezi potomky ,prazdnou
pozici®.
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Binarni strom - grafické znazornéni rekurzivni definice

Levy
podstrom

Pravy
podstrom
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Binarni strom

Definice

Binarni strom je struktura definovana nad konecnou
mnozinou uzld M, ktera:

- Pravidlo 1
neobsahuje zadny uzel, tj. M = @ nebo
- Pravidlo 2
je sloZena ze tfi disjunktnich mnoZzin uzll L, R a {r},
LuRuU{r}=M:
- korene stromu r,
- binarniho stromu nad mnozinou L zvaného levy podstrom a

- binarniho stromu nad mnozinou R zvaného pravy
podstrom.
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Binarni strom, priklad

206/805



Uplny binarni strom Binarni vyhledavaci strom

Jak vyuzit binarni stromy
jako datovou strukturu?
Jakym zplsobem v nich
organizovat data?

Libovolné? Nesmysl - jde
o0 zbytecné komplikovany
seznam!

ReSenim je vyuZzit vlastnosti stromu (souvislost a jedine¢nost
cesty z uzlu do uzlu) a doplnit je vhodnym ,navigacnim

Uplny binarni strom - kazdy vnitfni uzel ma pravé dva potomky. pravidlem"”
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Binarni vyhledavaci strom - ,navigacni pravidlo“ Binarni vyhledavaci strom - ,naviga¢ni pravidlo“ (pokrac.)

Poznamky
Necht y je uzel v binarnim stromu. Potom pro kazdy uzel x - Navigacni pravidlo tedy urcuje, jak maji byt data
v levém podstromu uzlu y a kazdy uzel z v pravém podstromu v binarnim vyhledavacim stromu rozmisténa.
uzlu y plati - Znalosti rozmisténi dat ve stromu vyuzijeme pfri jejich
Xpey < Yiey < Zrey- vyhledavani.

- Algoritmy pro vloZeni a vyjmuti ze stromu jsou navazany

Binarni strom, ve kterém pro vSechny jeho uzly plati toto _ R
na algoritmus vyhledavani.

pravidlo nazyvame binarni vyhledavaci strom (angl. binary
search tree). - Binarni vyhledavaci strom je tedy uz od pocatku budovan
s ohledem na toto pravidlo.
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Binarni vyhledavaci strom Binarni vyhledavaci strom - vyhledavani

Hledani hodnoty a zahajime v koreni stromu r. Potom mohou
nastat tyto moznosti:

1. Strom s kofenem r je prazdny, potom tento strom nemuze
obsahovat uzel s klicem a a hledani konci netuspéchem.

2. V opacném pripadé srovname klic¢ a s klicem korene r.
V pripadg, ze
21 @ =r,, strom obsahuje uzel s klicem a a hledani konci
USpésné;
22 a< Moy vsechny uzly.s klici men§|m| ez r,, Jsou levem
podstromu, pokracujeme rekurzivné v levém podstromu;
23 a>r,, vsechny uzly. s klici vet5|.m| nezry,, jsou pravem
podstromu, pokracujeme rekurzivné v pravém podstromu.
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Binarni vyhledavaci strom Binarni vyhledavaci strom - vkladani

- VloZeni klice musi korespondovat s vyhledavacim
algoritmem.

- Nejdfive se musime pokusit vkladany klic¢ ve stromu najit.
Efektivita mnoha algoritmU pracujicich obecné s binarnimi

stromy, napfr. vyhledavani v binarnim vyhledavacim stromu
zavisi na vysce binarniho stromu.

- Pokud jej nenajdeme, tak misto, kde jsme hledani
neuspéesné zakoncili odpovida mistu ve stromu, kde by
tento kli¢ mél byt.

Pro vysku h binarniho stromu s n uzly plati nerovnost - Toto plyne z jednozna&nosti cesty mezi kofenem

llog, nl<hsn-1 a |<t(?rym|<éliv gzlelm. | N
- Novy uzel je pripojen jako novy list ke stromu - strom
roste prostrednictvim list(.

- Otazkou je co s duplicitami? Redeni zavisi na povaze
konkrétni reSené ulohy.
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Binarni strom - standardni implementace Reprezentace serazeneho stromu

(e]1]\J (o]7]e) (o]10]e) - Kazdy uzel maze mit libovolny pocet potomk.

- Komplikovana reprezentace uzlu - seznam potomka?
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Reprezentace serfazeneho stromu - first child — next sibling Reprezentace serfazeného stromu — Knuthova transformace

First child - next sibling
reprezentace otocena

0 45" po sméru
hodinovych rucicek.

First child - next sibling reprezentace - kazdy uzel obsahuje
dva ukazatele:

1. ukazatel na prvniho potomka a
2. ukazatel na sourozence.
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Mnozina Mnozina - implementace

Bitovy vektor

- Datovou strukturu mnozina budeme chapat jako - univerzum U ={ug, Uy, ..., u, .}, U] =n
nesetfidénou kolekci (i prazdnou) navzajem rdznych prvka. - libovolnou mnozinu M povazujeme za podmnozinu
univerza U

- Mnozinu mizZeme zadat dvéma zpUlsoby: )
- bitovy vektor b dimenze n, kde

1. vyCtem prvkd, napf. M ={2,3,5,7} nebo
2. vlastnosti, které musi prvky spliovat, napr. R 1 ueM
v v - = 1
M = {n, prvocisla mensi nez 10}. i~1o jinak
- NejdllezitéjSi mnozinové operace:
- prislusnost prvku do mnoziny, Cili dotaz ,Je x prvkem M?*
- sjednoceni dvou mnozin a
- prinik dvou mnoZin. M =1{2,3,5,7}

b=(0,0,1,1,0,1,0,1,0,0)

Pfiklad
u={0,1,2,..,8,9}
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Mnozina - implementace Slovnik

- Pokud je s prvkem mnoziny svazan néjaky dalsi ddaj,
mluvime pak o slovniku (angl. dictionary, associative array,
i . map, symbol table).
LR IR - Slovnik udrzuje dvojice (kli¢, hodnota), kde KLi¢ musi byt ve
slovniku unikatni.
- Matematicky jde o zobrazeni.
- Nejdllezitéjsi operace:
- vlozeni dvojice do slovniku

- mnozinu reprezentujeme vyctem, prvki v ni obsazenych

- podle okolnosti mdzeme pro ulozeni prvkid vyuZit pole,
spojovy seznam, binarni vyhledavaci strom, hasovaci

tabulku atd. ni-dvojic f
. B . . L i - smazani dvojice ze slovniku

- vzdy zale%| ha |.<on|<retn|m’ problému, jake ’opereice jsou ’ . modifikace hadnoty ve slovniku

podstatng, je-li podstatné udrzovat usporadané a tak dale - vyhledani hodnoty pro dany kli¢

- Pro implementaci lze vyuzit pole, spojovy seznam, binarni
vyhledavaci strom, haSovaci tabulku atd.
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Dékuji za pozornost

Analyza sloZitosti algoritmd

Zaklady analyzy slozitosti algoritm{

VSB TECHNICKA
” ” UNIVERZITA
[I" osTRAVA

FAKULTA
ELEKTROTECHNIKY
A INFORMATIKY

KATEDRA
INFORMATIKY

Analyza slozitosti algoritmd

doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D.

Katedra informatiky
Fakulta elektrotechniky a informatiky
V5B - TU Ostrava
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Analyza algoritmd

Co analyzovat?

- spravnost
- Casova slozitost
- prostorova slozitost

- optimalita

MoZné pristupy
- empiricky a

- teoreticky
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Casova a prostorova slozitost algoritmu Méreni velikosti vstupu

- Casova slozitost - jak dlouho algoritmus bude pracovat. - Trivialni pozorovani - vétsi data algoritmus obvykle
- Prostorova slozitost - kolik paméti bude algoritmus zpracovava dele.

potfebovat navic nez je samotné ulozeni dat. - Zavedeme parametr n oznacujici velikost vstupnich dat,
- Dfive byly oba zdroje kriticke. SR DSSEENTS REMINEGE

- hledani v seznamu, poli — délka pole

- Diky pokroku ve vypocetni technice je paméti relativné j 5
yP yp Jep - vyhodnoceni polynomu p(x) = a, x" + -+ a,x + a, v bodé x

dost. y
- stupen polynomu
- Budeme zkoumat casovou slozitost — tady lze dosahnout - nasobeni matic typu n x n — rozmé&r matice. Skutecny pocet
vyznamného pokroku. Cisel na vstupu je ale n?, coz je ale porad zavislé na n

- kontrola pravopisu - pocet znakl nebo pocet slov, podle

- Ukazuje se, Ze prostorovou slozitost lze zkoumat stejnym c , ‘
toho s ¢im algoritmus pracuje

aparatem jako casovou
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Méreni velikosti vstupu (pokrac.) Empirické méreni slozitosti

- Zadame vhodna (?) vstupni data a zméfime dobu béhu

- test prvociselnosti — vstupem je vzdy jedno ¢islo (?!) a, programu v obvyklych jednotkach casu.
doba béhu zavisi na velikosti ¢isla (srovnej test 23 a 2%4), - Nevyhody:
velikosti vstupu bude pocet bitd nutnych k zapisu Cisla - Zavislost na konkrétnim HW, zplsobu implementace,
kompilatoru.
n=llog,al+1 (2) - Chceme méfit sloZitost algoritm(l - nemame prostredky pro

zachyceni vySe uvedenych vlivd.

- Vyvoj HW - znamena to, Ze se algoritmy zrychluji? Ne, ty
zlistavaji stejne.

- Pocet operaci provedenych programem lze obtizné zjistit.

- Chceme se obejit bez implementace - zkoumame prece
algoritmy.

- grafové Glohy - pocet vrcholl a/nebo pocet hran - zde uzZ
jsou dva parametry
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Casova slozitost algoritmu

Casovou sloZitost algoritmu budeme vyjadfovat (méfFit)
poctem vykonanych zakladnich operaci vzhledem k (jako
funkci) velikosti vstupu n:

kde

- n je velikost vstupu,
- T(n) je doba béhu algoritmu,
" Cop je doba vykonani jedné zakladni operace a

- C(n) je pocet zakladnich operaci.
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Radovy rust slozZitosti

Ke vztahu

je potreba ale pristupovat ,s rezervou®, protoze

1. C(n) nebere v Gvahu vliv jinych operaci nez zakladnich a

2. Cyp nelze spolehlivé zjistit.

Vztah chapeme jako rozumny odhad doby béhu algoritmu,
mimo extrémné malych n.
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Zakladni operace

Typické operace pro dany algoritmus, které vyznamné prispivaji
ke celkové ,dobé béhu“ algoritmu.

Problém Méfitko vstupu Zakladni operace
Hledani prvkuvse- PocCet prvkl v se- Porovnani prvki
znamu znamu

Nasobeni matic Rozmeéry matic Aritmetické opera-
ce (nasobeni)
Test prvociselnosti  Pocet bitd Cisla Déleni cisel
Grafove Ulohy Pocet vrcholl  Zpracovani vrcholu
a / nebo hran ¢i prichod hranou
230/805

Radovy rist sloZitosti (pokrac.)

Problém

Kolikrat rychleji pobézi muj algoritmus na pocitaci, ktery je 10x
rychlejsi nez muj soucasny pocitac?

Reseni

Samozrejmeé 10x, Cop je desetinové.
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Radovy rist sloZitosti (pokrac.)

Problém

Kolikrat déle pobézi mdj algoritmus pro dvojnasobné velky
vstup, kdyz C(n) = Zn(n - 1)?

Reseni

Aproximujeme shora pocet operaci C(n)

e R Ly B PR
C(n)-zn(n 1) 2n 2n<2n
a odtud ] ,
T2n) C,pC2n)  S(2n)° 42
T £3 C =3 T = — =4
(M "~ Inz
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Radovy rist sloZitosti (pokrac.)

Tabulka ukazuje, jak rychle, ¢ci pomalu, rostou hodnoty
vybranych funkci pro rizna n.

Hodnota funkce tj. pocet operaci C(n)
n |log,n n nlog,n n* 0 2" n!
10 | 3,3 10" 3,3-10" 102 10° 103 3,6-10°
102 | 6,6 10> 6,6-102 10 10°® 1,3-10°° 9,3.10"/
10| 10 10® 1,0-10* 10 10° n/a n/a
10| 13 10* 1,3-10° 10% 10" n/a n/a
10° | 17 10° 1,7-10° 10" 107° n/a n/a
10| 20 10° 2,0-107 10" 10'8 n/a n/a

Pro malé n je rozdil mezi hodnotami funkci vcelku nezajimavy,
ale pro zvétsujici se n mizZe byt rozdil propastny.
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Radovy rist sloZitosti (pokrac.)

Podstatné

Kvadraticky rlist sloZitosti - mluvime o fadovém rdstu.

Zanedbano

Linearni ¢len %n
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Radovy rist sloZitosti (pokrac.)

Poznamky
+ Zaklad logaritmu neni podstatny: log, n = log, b - log, n.
- Pocitaci s rychlosti 102 (tisic miliard) operaci za sekundu

trva provedeni 2'% = 1,3 - 103 operaci cca 40 miliard let.
Stari Zemé je cca 4,4 miliard let.

- O provedeni 100! operaci nebudeme ani uvazovat...

Algoritmy s exponencialni nebo faktorialovou radovou
slozitostl jsou pouzitelné jen pro velice male velikosti vstupu!

236/805



Radovy rist sloZitosti (pokrac.)

Problém

Kolikrat déle pobézi mdj algoritmus pro dvojnasobné velky
vstup, pro algoritmy s rlznym rfadovym rlistem?

n|log,n n nlog,n n* n> 2" n!

2n +1 2x  =2x  4x 8x (..)° n/a

protoze

log,(2n) = log, 2 +log, n = 1+log, n
22n = (2”)2
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Nejhorsi, nejlepsi a primérny pripad

Analyza slozitosti algoritmd

Nejhorsi, nejlepsi a primérny pfipad

Nejhorsi, nejlepsi a prumérny pfipad (pokrac.)

- Pocet zakladnich operaci udavame jako funkci s jednim

parametrem n, velikosti vstupu.

- Nékteré algoritmy mizou mit i pro stejné n riizné pocty

1
2
3
4
5
6

zakl. operaci, napriklad algoritmus linearniho vyhledavani.

Vstup : Pole A[0...n - 1] a hledany prvek x
Vystup: Index prvniho vyskytu prvku x v poli A, jinak -1
fori « 0ton-1do
if A[i] = x then
\ return i
end
end
return -1,
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Vyznamné pocty zakladnich operaci:

- C (n) - nejhorsi pripad, nejvyssi pocet operaci

worst

. Cavg(n) - prdmérny pfipad, priimérny pocet operaci.
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Nejhorsi pfipad C,, .(n)

- Analyzujeme algoritmus a hledame vstup velikosti n pro
ktery nastane nejvyssi mozny pocet operaci.

- Nejhorsi pripad poskytuje horni mez slozitosti, vSechny

Nejlepsi pfipad C, . (n)

- Obecné hledame vstup velikosti n, pro ktery algoritmus

vykona nejmensi pocet operaci.

- VétSinové nejlepsi pripad neni tak dilezity jako nejhorsi

pripad.

- Vstupy ,podobné” ,blizké" nejlepSimu. Tridéni témér

setfidénych posloupnosti.
- Nejlepsi pripad s ,désivym“ poctem operaci — obecné
Spatna zprava a ,konecna“ pro algoritmus. Ale pro Sifrovaci
Priklad algoritmus je ,désivy“ pocet operaci kryptoanalyzy
Linearni vyhledavani: prvek x v poli A neni nebo je nalezen az i nejlepSim pripadé nezbytny.
na konci, tedy C,,,.«(n) = n. Priklad

ostatni pripady jsou bud stejné nebo lepsi.

- Nizky pocet operaci v nejhorsim pripadé - pozitivni zprava.

Linearni vyhledavani: prvek x je prvnim prvkem v poli A,
Cpese(n) = 1.
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Primérny pripad Carg(M)

Primérny pripad Cavg(n) - linearni vyhledavani

- Pocet operaci v primérném, ,typickém®, ,nahodném*“
piipadé (nejlepsi a nejhorsi pripady jsou extrémy).

- Nejedna se o primér nejlepsiho a nejhorsiho pripadu! Predpoklady

- Musime brat v Gvahu pravdépodobnosti jednotlivych
moznych vstupl velikosti n.

1. pravdépodobnost Uspésného vyhledani p, kde 0 < p <1

2. pravdépodobnost nalezeni na vSech pozicich v poli je
- Analyza prdmérného pfipadu je tudiz komplikovangéjsi nez shodna a je rovna %

predchozich dvou.
- Existuji algoritmy, kde se nejhorsi a priimérny pocet

operaci znacné lisi, napr. QuickSort.
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Pramérny pfipad C,,,(n) - linearni vyhledavani (pokrac.) Pramérny pfipad C,,,(n) - linearni vyhledavani (pokrac.)

Nelspésné vyhledani
Uspésné vyhledani - pravdépodobnost netspéchu je 1 - p a provedeme n

- nalezeni na prvni pozici - jedno porovnani porovnani, tj. n(1 - p)

X o p
s pravdépodobnosti = odtud
- nalezeni na druhé pozice - dvé porovnani p p p p
s pravdépodobnosti %, a tak dale, tedy Cavg(n) = (15 + 25 Hoeee ’H doeeet ”E) +n(1-p)
p .
= —(1+2+«++]+++h n(1 -
P eaP PP p(#2+siemen)en(l-p)
n n n n

= %[%n(n+‘l)]+n(‘l -p)

1
= 5p(n+1)+n(1-p)
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Primérny pripad Cavg(n) - linearni vyhledavani (pokrac.) Amortizovana slozitost

- Nezkoumame jeden, izolovany, béh algoritmu, ale
zkoumame ,sadu” béhd s rliznymi vstupy stejné velikosti.

- Zajima nas celkovy pocet operaci za sadu.

Rozbor

- Pocet operaci pro jeden vstup ze sady mlze byt sice
+ vzdy Gspésné hledani, p = 1 a tedy C,,o(n) = 2(n + 1) vysoky, ale je vyvazen, ,amortizovan® vyrazné mensim
- neuspésné hledani, p = 0 a tedy Cavg(n) =n poCtem operaci pro dalsi vstupy ze sady.
- Napfriklad jeden ze vstupl zplsobi rozsahlou zménu
v datove strukture a diky tomu zpracovani dalSich vstupl
probéhne snadnéji.
- V primyslu je napfiklad nakup drahého stroje amortizovan

levnéjsi vyrobou vyrobku.
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [2], kapitola 21, strany 42 - 51
- Kniha [3], kapitola 2.2, strany 25 - 34 (Castecné)
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Definice

Méjme funkce t(n) a g(n), kde t(n),g(n) : N = N. Rikame, Ze
funkce t(n) patri do 0(g(n)), jestlize existuje kladna nenulova
realna konstanta c a prirozené cislo n, 2 0 takove, ze

t(n) < cg(n)
pro vsechna n 2 n,,.

Poznamka
Misto ,t(n) patfi do O(g(n))* mizeme fikat, Ze ,t(n) je fadu
0(g(n))"
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Analyza slozitosti algoritmd

Asymptotické notace sloZitosti

O-notace graficky

t(n) € O(g(n))

| — t(n)
1 cg(n)
N :
> |
('U I
E
T
N |
q) !
< I
n n
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O-notace - formalné spravny graf O-notace - priklad 1

Formalné jsou l ) Zadani
defininim oborem } cg(n) Dokazte, ze 3n + 7 € O(n). "
Lob;ten1h9dnot 3 | . e 31:
unkct t(n) i g(n ' ‘ .
. (‘{’g( ) g 1. Hledame konstanty ¢ 40 |- .
prirozena cisla = graf E c B .
o . ‘T . a n, takove, aby platilo
by mél byt slozen N s l.c
® g . c o ° 20 |
pouze z bodu, nikoliv ; 3n+7<cn
krivek. n n
0 roviechnan zn 0 ‘ ‘
o g .. o P = No: 0 5 10 15
Pr?lomme—ll bf)dy k}rlvky °=> dostavam.e spojité fEJnkcg => 2. Je zfejmé, Fe nutné
mu?eme pouZit k vypoctim matematickou analyzu (limity, ¢ > 3. Zvolime-li napf
derivace atd.). ¢ =4, pakn,=7.
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O-notace - priklad 2 O-notace - priklad 3
Zadani Zadani
Dokazte, ze 1 Dokazte, ze 100n +5 € 0(n?).
3n+7 e 0(n?). 3n+7 L
40 . n? — Resenl 4000 .
eI I Plati, Ze 100n+5<100n+n |7 T /
1. Hledame konstanty pro vsechna n = 5.
ca ﬁotakové,aby 20 |- : 2. Dale plati, e 2000 2
platilo 101n < 101n2. 1000 |- .
3n+7<cn? 0 | | 3. Odtud 0l— s
0 5 10 15 , 0 2 4 6
pro viechna n = n,. 100n +5<101n <101n
2. Zvolime-li ¢ = 1, pak atedyc=10Tan, =5.

n, = 5.
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DUkaz lze vést i takto:

100n +5 < 100n + 5n = 105n Definice
] ) Mé&jme funkce t(n) a g(n), kde t(n),g(n) : N = N. Rikame, Ze
2O UEEERNE! [0 = 1. Z10lD Plne, 22 funkce t(n) patfi do Q(g(n)), jestlize existuje kladna nenulova

realna konstanta c a prirozené cislo n, > 0 takové, ze
105n < 105n2 P 0 '

> t >
atudizc=105an,=0. (n) 2 cg(n)

Definice O-notace nefika nic o jednoznacnosti hodnot ¢ a n,, pro vSechnan z n,.
pouze pozaduje jejich existenci.
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Q-notace graficky Q-notace - priklad 1

t(n) € Q(g(n))

— t(n)

an0=0.

| — cg(n) Zadani 1000 (-

3 Dokazte, Ze plati n® € Q(n?). 800 (| . .

1 L 600 |- |

! Reseni

| o . 400 |- i
e 1. ZFejmé plati, ze n® 2 n? pro
g . 200 |- |
E vsechnan 2 0. ; T
g i 2. Tudiz mizeme volit ¢ = 1 0 2 4 6 8 10
= |

o
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Q-notace - priklad 2

Zadani
Dokazte, ze plati 3n +7

Redeni

1. Hledame konstanty c a n,

takove, aby platilo

3n+7 2c¢cn

€ Q(n).

pro vsechna n 2 n,. 0 2 4 6 8 10

2. Vyraz 3n +7 2 3n je platny

pro vSechna n = 0,
c=3an,=0

tudiz
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©-notace graficky

t(n) € ©(g(n))

| — tn)
| —c,g(n)
! c,g(n)
N :
> |
('U I
E
T
N I
G) |
< I
n n

o
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Definice

Méjme funkce t(n) a g(n), kde t(n),g(n) : N = N. Rikame, Ze
funkce t(n) patfi do ©(g(n)), jestlize existuji kladné nenulové
realné konstanty c,, ¢, a prirozené cislo n, 2 0 takove, ze

¢,g(n) < t(n) < c,g(n)

pro vSechnan 2 n,.

260/805
O©-notace - priklad
Zadani
Dokazte, Ze %n(n -1) € 6(n?).
Reseni
1. Nejprve dokazeme pravou nerovnost t(n) < ¢,g(n)
(omezeni shora)
1 15, 1. .1,
—n(n-1)==-n“--n<=n
2 ( ) 2 2 2
pro vsechnan 2 0.
262/805



O-notace - priklad (pokrac.) O-notace - priklad (pokrac.)

50 | I I [
2. Levou nerovnost c,g(n) < t(n) (omezeni zdola) dokazeme
takto: 40
1 1 5 1
t(n)==-n(n-1) = =-n°-=-n
(m=3n(n-1) = Zn2-3 .
SIS P
2 2 20
15, 1,
> —n’--n
2
12
> —n 10
4
Souhrnné tedy 1n® < Zn(n - 1) pro vechna n > 2. 0

3. Z pfedchozich nerovnosti plyne, ze ¢; = 1, ¢, = 2 ang =2,

263/805 264/805
Vlastnosti asymptotické notace Vlastnosti asymptotické notace - vyuziti
Zadani

Dokazte, ze plati 3n + 7 € O(n).

Zakladni vlastnosti: o
1. f(n) € O(f(n) fesem |
1. Z minulych prikladu vime, 201 |
2. f(n) € 0(g(n)) <> g(n) € Q(f(n)) % 3n+7 € O(n)
3. f(n) € 0(g(n)) Ag(n) € O(h(n)) = f(n) € O(h(n)) a soucasné 3n + 7 € Q(n). 100 i
4. O(f(n)) = O(f(n)) A Q(f(n)) 2. Proto plati, 7e 0 SN
3n+7 € 0(n). 0 2 4 6 810
3. Konkrétnéc, =3,¢c, = 4
an,=7.
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Vlastnosti asymptotickeé notace - vypocet slozitosti Vlastnosti asymptotické notace - pomocné lemma

- Algoritmus A se sklada z casti A, a A,. Lemma

- Casti algoritmu se vykonavaji po sobé, tj. po dokonceni A, Méjme libovolna realna cisla a,, a,, b,, b,. Potom plati

se zaCne vykonavat A,.

.. U .. T a,<b,na,<b, = a,+a,<2max(b,,b,).
- Slozitost casti A, je t,(n) € O(g,(n)), slozitost Casti A, je

ty(n) € 0(g,(n)).

- Otazka zni - jaka je celkova slozitost algoritmu A?

267/805 268/805

Vlastnosti asymptotické notace - pomocné lemma (pokrac.) Vlastnosti asymptotické notace - vypocet slozitosti

Dukaz.

Z predpokladu vime, Ze

a, < b, Véta
a, < b, Pokud t,(n) € O(g,(n)) a soucasné t,(n) € 0(g,(n)), potom
@@, B9 v

t,(n) + t,(n) € O(max(g,(n), g,(n))).

Dale plati, ze
b, + b, <2max(b,,b,). Poznamka
Odtud dostavame

Shodné tvrzeni mdzeme vyslovit i pro Q a © notaci.
a,+a, b, +b, <2max(b,,b,).
]
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Vlastnosti asymptotické notace - vypocet slozitosti (pokrac.) Vlastnosti asymptotické notace — vypocet slozitosti (pokrac.)

Dikaz.
Dlkaz. Oznacme ¢; = max(c,, c,) a n, 2 max(n,,n,). Potom plati
Protoze t,(n) € O(g,(n)), tak existuje kladna nenulova
konstanta ¢, a nezaporna konstanta n, takova, ze )R & EE) e eyl

IN

C;9, (n) v C3gz(n) = C3[g1(n) i gz(n)]

ty(n)<c,g,(n)  Vnzn,. 2c, max(g,(n), g,(n)).

IN

Obdobné

Tudiz t,(n) + t,(n) € O(max(g,(n), g,(n))), protoze existuji

5,(n) < ¢,,(n) ol 2l konstanty ¢ = 2¢; = 2 max(c,, ¢,) a ny = max(n,, n,). O

Celkovou slozitost algoritmu urcuje cast algoritmu s nejvyssi

slozitosti.
271/805 272/805
Vlastnosti asymptotické notace - vypocet slozitosti, priklad Vyuziti limit k vypoctiim
zadani Rychlost rdstu funkci lze snadnéji pocitat pomoci limit:
Test, zda se v poli vyskytuji dvé shodné hodnoty. ) 0 t(n) roste pomaleji nez g(n)
. n . )
5 lim —= =1 ¢ t(n) roste stejne rychle jako g(n)
Reseni n—e g(n) .

oo t(n) roste rychleji nez g(n)

1. Setfidéni pole nevyzaduje ne vice nez %n(n - 1) porovnani,
tj. slozitost tridy O(n?).

2. Porovnani vs’ec’h C.IVOJISSOUSGV(’jnICh prvku bude vyzadovat t(n) € Q(g(n))
n -1 porovnani, tj. slozitost tridy O(n). t(n) € 0(g(n))

Je zfejmé, Ze:
t(n) € O(g(n)) < t(n) roste pomaleji nebo stejné rychle nez g(n)

& t(n) roste stejné rychle nebo rychleji nez g(n)
& t(n) roste stejné rychle jako g(n)

Celkova slozitost algoritmu je tedy O(max(n?, n)) = 0(n?).
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Vyuziti limit k vypoctim (pokrac.) Vyuziti limit k vypoctim - priklad |

Srovnejte rychlost ristu funkci %n(n -1)an

Nékteré uzitecné vzorce In(n-1) 2
lim 2—— = il lim =1
L'Hospitalovo pravidlo noow  n2 2 nmoo 2
t(n) t'(n) = 1 im (1 1)
. n . n = o A
Lim m = [im W 2 noo n
n—oo n—»o q’
2 2 - 1(lim1-um 1)
n—oo n—oo N

StirlingQv vzorec p
n = — - =
n! = 2mn (g) = 5(1-0)=->0

Funkce %n(n - 1) a n? rostou stejné rychle, tedy

%n(n -1) € ©(n?)

275/805 276/805

Vyuziti limit k vypoctim - priklad Il Vyuziti limit k vypoctim - priklad 111

Srovnejte rychlost rdstu funkci nt a 2",

Vamn (2)'

Srovnejte rychlost rdstu funkci log,na Jn.

! |
r}'_)”;) le%n i ,}L”;, (l((lj%)”) nli_)ngo% ~ nlLrgo o n
1 . = am lim J/n-2
. lim %% = (log, e) lim - e zn,,enn
% Tt = Ve lim(g) =
- logzenli_)n;o¥ Poznamky
= 2log,e lim A - Funkce n! tedy roste rychleji nez 2".

n—oo n ) o . ; .
Jn - Definice ©@-notace nevylucuje, Ze n! € Q(2"), ale vypocet

Funkce log, n tedy roste pomaleji nez Jn. podle limity jasné rika, Zze n! roste rychleji nez 2"
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Zakladni tridy slozitosti Zakladni tridy slozitosti (pokrac.)

Trida Jméno Poznamka

PrestoZe teoreticky existuje nekonec¢né mnoho trid slozitosti,

slozitost vétsiny algoritm( padne do nékolika malo tfid. n’ aelElde oF)egné G S(? d\{éma vnoFg—
nymi cykly; elementarni metody tfi-
déni, scitani matic typu n xn
Trida  Jmeno Poznamka n3 kubicka obecné algoritmy se tfemi vnore-
1 konstantni  slozitost nezavisi na velikosti vstupu; nymi cykly: nasobeni matic typu n x
jen velmi malo algoritm n
logn  logaritmicka typicky algoritmy redukujici velikost 2" exponencialni
vstupu konstantnim faktorem: vyhle- typicky generovani vsech podmno-
davani pllenim intervalu zin n prvkové mnoziny
n linearni algoritmy zpracovavajici seznam o n n! faktorial ‘ S
prvcich; napf. sekvencni vyhledavani t;//pmky gen/erovanvw_ Ve perliEs
nlogn linearné- ,rozdél a panuj“ algoritmy; priimérné ) DR I
logaritmicka slozitosti QuickSortu, MergeSortu
279/805 280/805

Vliv multiplikativni konstanty Zdroje pro samostatneé studium

- Trida slozitosti je dana az na multiplikativni konstantu,

B R . i - Kniha [2], kapitola 2.2, strany 52 - 61
ktera obvykle neni presné specifikovana.

. e TS - Kniha [3], kapitoly 3.1 a 3.2, strany 49 - 63
- Mohl by tedy algoritmus s vyssi tridy slozitosti bézet, pro

néjaké rozumné n, rychleji nez algoritmus z lepsi tridy?
Napriklad:

Algoritmus Doba béhu
A n3
B 106n2

- Multiplikativni konstanty obvykle nabyvaji podobnych,
relativné malych, hodnot.

A bude lepSi nez B
pro n < 10°.

- Lze oCekavat, Ze algoritmy s nizsi slozitosti budou lepsi
nez ty vyssi slozitosti uz pro stredné velke vstupy.
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Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n Cisel

Vstup : Pole A[0...n - 1] celych cisel
Vystup: Nejvétsi prvek pole A
max <« A[0];

-

2 fori «1ton-1do
Analyza sloZitosti algoritmu 3 | if Ali]> max then
Analyza nerekurzivnich algoritm{ s« || max < Ali]

5 end

6 end

7 return max;

283/805

Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n Cisel (pokrac.) Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n Cisel (pokrac.)

Pracovni postup

1. Velikost vstupu — velikost pole n . . g ..
. 3 P P 4. Pocet zakladnich operaci, porovnani, C(n) bude roven
2. Zakladni operace:

- nejcastéji vykonavané operace jsou uvnitf cyklu - n-1
porovnani A[i] > max a pfifazeni max « A[i] C(n) = Z 1=n-1¢€0(n).

- zakladni operaci bude porovnani, protoze se i=1
- provede v kazdém prichodu cyklem,

- je to klicova operace pro algoritmus, ,Kolik dvojic prvk )
musim porovnat, abych nasel maximum?“ algoritmus.

5. Zavér: Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n Cisel je linearni

3. Pocet porovnani je stejny pro vsechny vstupy velikosti n,
neni nutné rozliSovat mezi nejlepSim, prdmérnym
a nejhorsim pfipadem
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Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n Cisel, vSechny operace

PocCet operaci  Popis

1
1
n-1
n-1
n-1
n-1
1

prifazeni max « A[0]
prifazenii « 1
porovnaniisn-1

zvysenii o1

porovnani A[i] > max
prifazeni max « A[i]
vraceni vysledku return max

4n-1)+3=4n-1€0(n)

Zavér: Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n Cisel je linearni

algoritmus.

UzZitecné souctove vzorce

Konkrétné

286/805

(7)

288/805

Obecny postup urceni Casové slozitosti nerek. algoritmu

1. Volba parametru, ¢i parametr(, reprezentujiciho velikost
vstupu n.

2. Nalezeni zakladnich operaci algoritmu (jsou to ty v nejvice
vnoreném cyklu!).

3. Zavisi pocet zakladnich operaci jen na velikosti vstupu?
Pokud zavisi i na nécem dalsim, musime zkoumat nejhors;,
nejlepsi a primérny pripad zvlast.

4. Sestaveni vztahu, resp. vztah(, (,vzoreck(*) vyjadfujicich
pocet, resp. pocty, provedeni zakladnich operaci.

5. Zjednoduseni sestavenych vztahl a, nebo aspon,
stanoveni radového radstu.

287/805

UZitecné souctové vzorce (pokrac.)

n
Zi=1+2+---+n=%n(n+’|)z%nzee(n2) (8)

n
Y

g, a™' -
Za’=1+a+az+---+a”= »proaz1 (10)
n a-1
Konkrétné
n .
Zzl =20+21 +...+2n =2n+1 —1 EO(2") (11)
i=0
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Unikatnost prvk{ v poli

Je dano pole o n prvcich. Nasim Ukolem provést analyzu
algoritmu, ktery zjisti, zda vSechny prvky v poli jsou navzajem
rizné, ¢ili unikatni.

1

g B~ W N

6

7
8

Vstup : Pole A[0...n - 1]
Vystup: Vraci true, pokud jsou vSechny prvky unikatni,
jinak vraci false
fori « 0ton-2do
forj < i+1ton-1do
if A[i]=A[j]then
| return false;
end
end

end

return true;
290/805

Unikatnost prvku v poli (pokrac.)

Pracovni postup

1.
2.

Velikost vstupu — velikost pole n

Zakladni operace — nejvice vnoreny cyklus obsahuje
jedinou operaci, porovnani A[i] = A[j]

Zavislost pouze na n? Ne, pocet zakl. operaci zavisi i na
tom, zda se v poli objevi shodny prvek. Tudiz provadime
analyzu nejhorsiho, nejlepsiho a prdmérného pripadu.
Sestaveni vztahU. Pro nejhorsi pfipad je z vnitfniho cyklu

je patrne, ze nesmi dojit k predcasnému ukonceni cyklu,
a to bud:

41 protoze vSechny prvky jsou unikatni nebo

42 je shodna az posledni dvojice.

292/805

Unikatnost prvku v poli (pokrac.)

Vizualizace algoritmu
J

0 >

Legenda

n-1

otestovat

neni nutné testovat

dvojice testované
v predchozich
prichodech cyklem

Unikatnost prvku v poli (pokrac.)

- jedno porovnani pro kazdy prichod vnitinim cyklem, tj.
j=i+1,..,n-1

- vnéjsi cyklus, v kazdém svém prichodu, zopakuje cely
vnitini cyklus , tj.i=0,...,n -2

M dvojice, které je nutné

prvek sam se sebou

291/805
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Unikatnost prvku v poli (pokrac.) Nasobeni ¢tvercovych matic

) Nasim Ukolem je provést analyzu algoritmu pro vypocet
soucinu C = AB dvou ctvercovych matic A a B radu n.

Z definice jsou prvky matice rovny skalarnim soucinim radkd
matice A se sloupci matice B.

A B c n-1
CI,] = Z ai,kbk;
* = k=0
rowi [[ [T ]] Clij] .
_ pro vsechna
col.j 0<i,j<sn-1
%n(n—1) O(nz) C[I,]]=A[l,0]xB[0,j]+-+A[l,k]xB[k,j]++A[l,n—‘l]xB[n—‘I,]]
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Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.) Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.)
Vstup : Ev)vé Ctvercové matice Aa B fadu n Pracovni postup
Vystup: Ctvercova matice C radu n, kde C = AB
1 fori «0ton-1do 1. Velikost vstupu - rad matice n
2 forj « 0ton-1do 2. Zakladni operace:
3 C[i,j] « O; - nejvice vnoreny cyklus obsahuje dvé operace - scitani
4 fork « 0ton-1do a nasobeni,
. ‘ Cli,jl < Cli,j]1+Ali, k] x B[R, j]; - v kazdém prichodu se obé provedou pfesné jedenkrat,
; end ' ' ' e - historicka tradice veli pocitat nasobeni (byvalo mnohokrat
pomalejsi nez scitani),
/ end - zavedeme M(n) jako celkovy pocet nasobeni.
8 end . . o
3. Pocet operaci zavisi pouze na n — nejhorsi, nejlepsi
9 return C;

a primérny pripad splyvaji
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Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.) Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.)

4. Sestaveni vztah( — pocet nasobeni v nejvnitingjsim cyklu Pomoci vztaht (4) a (6) postupné dostavame
-1 n-1n-1 n-1n-1 n-1n-1
21 M(n) = ZZ(n—1—0+1): n=n 1
=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
3 . . . n-1 n-1 n-1
Celkovy pocet nasobeni je roven = nd)(n-1 _0+1)=nzn=n221
i=0 i=0 i=0
n-1n-1n-1 5
M(n) = 1 = n(n-1-0+1)
i=0 j=0 k=0 = n3
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Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.) Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.)

Doba béhu algoritmu na konkrétnim pocitaci

~ _ 3
Neformalni postup T(n)=c,M(n)=c,n

1. algoritmus musi vypocitat n x n prvk( matice C zapocteme-li i scitani

2. kazdy prvek matice C je vypocten jako skalarni soucin
i-tého rfadku matice A a j-tého sloupce matice B

(Cm i Ca)n3'

T(n) = c,,M(n) + c ,A(n) = c,.n® + c,n’

kde c,, resp. ¢, je doba trvani nasobeni resp. scitani, A(n) je
pocet operaci scitani, plati A(n) = M(n).

3. fadky i sloupce maji n prvkd, které musime vynasobit

4. celkem tedy n? x n = n3 nasobeni
Shrnuti

Doba béhu algoritmu se mize, v zavislosti na konkrétnim
pocitaci, ménit, ale Fadova slozitost algoritmu (n3) zlistava.
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Pocet bitl v binarnim zapisu €isla Pocet bitl v binarnim zapisu €isla (pokrac.)

Nasim ukolem je analyzovat algoritmus, ktery pro dané - Zakladni operace - scitani, déleni, porovnani s 1?
prirozené Cislo n vypocte pocet bitd nutnych pro zapis Cisla n

v binarni soustave.
Vstup : Prirozené Cislo n

Vystup: Pocet bit(l v binarnim zapisu Cisla n
1 count « 1;

- Nejdilezitéjsi je, v tomto pfipadé, urcit pocet prichodi
cyklem. Pocet porovnani je o jedna vétsi neZ pocet
prichodd cyklem.,

- Hodnota Cisla n se v kazdém prichodu cyklem zmensuje
na polovinu, coz vede ke vztahu

2 whilen >1do
3 count « count +1;
' [log, n] +1
4 | ne|[n/2]
5 end a coz odpovida vztahu (2).
6 return count; - K odvozeni budeme potfebovat umét resit rekurzivni
. . . rovnice...
- Velikost vstupu - jedno cislo?
302/805 303/805

Zdroje pro samostatneé studium

- Kniha [2], kapitola 2.3, strany 61 - 70

Analyza sloZitosti algoritmd

Analyza rekurzivnich algoritmd
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Vypocet faktorialu

Nasim Ukolem je analyzovat rekurzivni algoritmus, ktery pro
dané prirozené Cislo n vypocte jeho faktorial n!.

1 pron=0
n! = ..
n(n-1)! jinak
1 Function F(n)
Vstup: Prirozené Cislo n
Vysledek: Hodnota n!
2 if n =0 then
3 return 1;
4 end
5 return n x F(n - 1),
6 end
305/805
Vypocet faktorialu (pokrac.)
- Pro n > 0 se funkce F(n) pocita jako
F(n)=F(n-1)xn
a odtud
M(n)=M(n-1)+1, (12)
kde

M(n -1) vypocet funkce F(n-1) a
1 vynasobeni vysledku F(n - 1) Cislem n.

- Hodnota M(n) neni definovana explicitné tj. jako funkce n

napriklad n3, ale implicitn& pomoci vztahu zalozeném na

hodnoté totozné funkce pro jiné prirozené Cislo, konkrétné
n -1.)de o tzv. rekurentni (rekurzivni) vztah.

307/805

Vypocet faktorialu (pokrac.)

- Velikost vstupu - jedno Cislo. Budeme brat v Gvahu pocet
bitli? Ne, bylo by to komplikované.

- Zakladni operace - nasobeni. Alternativné lze uvazovat
pocet porovnani n = 0, které odpovida poctu volani
funkce F.

- Bude nas zajimat pocet nasobeni M(n) v zavislosti na
Cislen

306/805

Vypocet faktorialu (pokrac.)

Poznamka

Explicitni Implicitni

vyslovny, primy, jasny, zfetelny zahrnuty, obsazeny, ale nevyjadre-
ny primo
otevrené, pfimo vyjadreny, nene- nikoli zjevny, samo sebou se rozu-

chavajici nic zamlceného, skrytého  méjici

vyznamoveé navzajem opacna slova

Priklad

Explicitné: Lzete.

Implicitné: O pravdivosti vaseho tvrzeni by se dalo
s Uspéchem pochybovat.
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Vypocet faktorialu (pokrac.) Vypocet faktorialu (pokrac.)

- Cilem je najit najit explicitni vyjadreni M(n). .. .
! J JIE NI EXpriciEnt vy) | M(n) - Celkové tedy pro vypocet M(n) plati
- Vztah M(n) = M(n - 1) + 1 neni jednoznacny, pro

jednoznacné feseni je nutné definovat pocatecni M(n) = M(n-1)+1pron>0
podminku. M) = 0
- Podminka
if n =0 then - Soustavu budeme Fesit metodou zpétné substituce. Do
return 1;
M(n)=M(n-1)+1
. (n) = M(n - 1)+
nam fika: dosadime za M(n - 1) = M(n - 2) + 1
1. nejmensi n pro které se algoritmus provede jen=0a
2. v tomto pfipadé algoritmus neprovede zadné nasobeni, M(n)=[M(n-2)+1]+1=M(n-2)+2
tudiz M(0) = 0.
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Vypocet faktorialu (pokrac.) Vypocet faktorialu (pokrac.)

. . Pocatecni podminka je definovana pro n = 0, takze
a opét dosadime za M(n -2) =M(n-3) + 1 B . . .J . >
musime dosadit za I = n a dostavame

M(n)=[M(n-3)+1]+2=M(n-3)+3. R
() [ ( )+ ]+ ( )+ =M(n_‘|)+‘|=...=M(n_,)+’=...=M(n-n)+n=
Je zrejme, ze o Shrauti
M(n)=M(n-i)+i
1. Vysledek M(n) = n byl viceméné ocekavany.

2. Iterativni algoritmus provede stejny pocet nasobeni jak

Poznamka rekurzivni navic bez reZie spojené se zasobnikem pro
Spravnost teto formule lze dokazat pomoci matematicke volani funkci.
indukce.

3. DulezZity je ale popsany pristup jak resit rekurentni rovnice.
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Obecny postup urceni ¢asoveé slozitosti rekurzivnich algoritm Hanojské véze (Tower of Hanoi)

- Matematicky hlavolam, autor Edouard Lucas, 1883.

1. Volba parametru, ¢i parametr(, reprezentujiciho velikost
vstupu n. - Hlavolam se sklada ze tfi tyci.

- Na zacatku je na jedné tyCi nasazeno nékolik kotouci
riznych polomérd, sefazenych od nejvétsiho (vespod) po
nejmensi (nahore).

2. Nalezeni zakladnich operaci algoritmu.

3. Zavisi pocet zakladnich operaci jen na velikosti vstupu?
Pokud zavisi i na nécem dalSim, musime zkoumat nejhors;,
nejlepsi a primérny pripad zvlast. ‘

4. Sestaveni rekurentniho vztahu a vhodné pocatecni
podminky, vyjadFujici pocet provedeni zakladnich operaci. - Ukolem je premistit vSechny kotouce z prvni tyce na treti

5. Zjednoduseni sestavenych vztahl a, nebo aspon, tyc za pomoci druhe tyce.

stanoveni fadového rdstu. - Pravidla hry:
- Vjednom tahu lze premistit jen jeden kotouc.
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.) Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

- Jeden tah se sestava ze sejmuti vrchniho kotouce z nékteré
tyCe a jeho navleceni na jinou tyc.

- Je zakazano polozit vétsi kotouc na mensi. alili. A e—
S . e .
e — — e
w— i e EE———
— — il i w—
- E— R ——— - - ..
— - il
— il il
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.) Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

Re3eni problému pro n disk{

1. Pfesun n - 1 diskl z tyce A na tyce B (pomoci tyce Q). Pracovni postup

2. Presun nejvétsiho disku z tyCe A pfimo na tyc C. 1. Velikost vstupu - pocet diskl n.
3. Presun n -1 disk( z tyce B na tyC C (pomoci tyce A). 2. Zakladni operace - presun disku.
3. Zavislost pouze na n? Ano. Tudiz nemusime zkoumat
A 1 B 3 ¢ nejhorsi, nejlepsi a primérny pripad zvlast.
> N = 4. Sestaveni vztah(

2M(n -1)+1 jinak

< 2 ; M(n):[1 pron =1 (13)

Pro n = 1 existuje trivialni reseni...
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.) Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

5. ReSeni metodou zpétné substituce. Do vztahu Po i-tém dosazeni dostavame

M(n) = 2M(n - 1) + 1 M(n) 2IM(n - i)+ 21+ 21244241

seCteme podle (11)

2iM(n - i)+ 2 - 1.

dosadime M(n - 1) = 2M(n - 2) + 1

M(n) =2[2M(n - 2) + 1]+ 1 =22M(n - 2) +2 +1, L ) ) ) .
(n) = 2[2M( )11+ ( AT Pocatecni podminky platné pro n = 1 dosahneme pfi

opét dosadime M(n -2) =2M(n-3) + 1 i=n-1

M(n) = 22[2M(n - 3) + 1]+2+1=23M(n -3) + 22 + 2 + 1, M(n) = 2"M(n-(n-1))+2"" -1

= 2"TM(1)+ 2" - 1

= 211420 -1 =2.2M1 -1 =21 9
M(n)=2*M(n-4)+23+22+2+1 = 2"-1

po dalsim dosazeni dostaneme
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.) Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

Vizualizace rekurzivniho volani

6. Zaver: n
61 Navrzeny rekurzivni algoritmus provede exponencialni n-1 — T n-1
pocet zakladnich operaci vzhledem k velikosti vstupu. n-2_  p-2 ne2_ p-2

6.2 Algoritmus je pouzitelny jen pro mala n, coz neni
zplsobeno nevhodnym navrhem. Je to zpdsobeno

2 2 2 2
podstatou probléemu - lze dokazat, Ze toto je nejlepsi 1/ \1 1/ \1 1/ \1 1/ \1
mozny algoritmus.

Opatrné s rekurzivnimi algoritmy Pocet uzll odpovida poctu volani rekurzivni funkce

Obecné je nutné k rekurzivnim algoritmdm pristupovat velice n-1

opatrné, protoze jejich stru¢nost mdze maskovat neefektivitu. C(n) = Z 2l=2n_1,

1=0

kde [ je Cislo Grovné ve stromu.
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Zdroje pro samostatneé studium

- Kniha [2], kapitola 2.4, strany 70 — 79

Dékuji za pozornost
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Strategie reSeni problému hrubou silou

VSB TECHNICKA
|| || UNIVERZITA | ELEKTROTECHNIKY
[I" osTRAVA A INFORMATIKY

Strategie rfeseni problému hrubou silou
a uplnym prohledavanim

FAKULTA KATEDRA

INFORMATIKY

Charakteristika

Strategie reSeni problémU hrubou silou je zaloZena na
doc. Mer. Jifi Dvorsky, Ph.D. pfimocarém pfistupu k feSeni problému, kdy algoritmus
feSeni vychazi pfimo ze zadani problému a pojm( obsazenych
v zadani.

Katedra informatiky
Fakulta elektrotechniky a informatiky
VSB - TU Ostrava

324/805 325/805

Strategie reseni problému hrubou silou - priklady Strategie reseni problému hrubou silou

. . 1. obecna strategie - je obtizné najit problém, kde by
Vypocet mocniny .
,nhezabrala®
Mame vypocitat mocninu a@” pro nenulové a a n prirozené

= , oo r 2. obecné sice nevede k efektivnim algoritmim, ale pro
cislo. Z definice mocneéni plati

nékteré problémy, napf. nasobeni matic, pattern matching,
jsou algoritmy zalozené na této strategii pouzitelné i pro

a’"=axax--xq
= Vetsi vstupy,

n krat
3. prijatelna strategie v pfipadé, kdy se nevyplati zabyvat se

Reseni hrubou silou - vynasobime Cislo a mezi sebou n -1 krat. sofistikovangjsim algoritmem - ad hoc fegent problému,

Dal37 priklady Feeni hrubou silou 4, vzd.y poymtelna strategie pro reseni problemu s malou
velikosti vstupu a

* vypocet NSD postupnym délenim a 5. vyznam i jako méfitko, kterym mdzeme pomérovat

- nasobeni matic podle algoritmu z pfedchozi prezentace. efektivnéjsi algoritmy resici stejny problém.
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Strategie rfeseni problému hrubou silou
a uplnym prohledavanim
Tridici algoritmy

Tridéni vybérem - SelectSort

Tridici algoritmy

- Ukolem je preusporadani prvki pole do neklesajici

- Mame dano pole n prvk{ pro které je definovana relace

usporadani (Cili vztah ,mensi nez”), pro ukazku vezméme
celé cisla.

posloupnosti — prvek pole na nizSim indexu musi byt
mensi nebo roven prvku na vyssim indexu.

- Otazka zni: existuje tridici algoritmus resSici problém

hrubou silou, zcela prfimocare?
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Tridéni vybérem - SelectSort (pokrac.)

Vychozi Gvaha

Otazka

O kterém prvku z pole vime presné kam patfi?

Odpovéd

O nejmensim! Patfi na zacatek pole, na nejnizsi index! (Pozn.

Totéz plati pro nejvétsi prvek.)
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Princip algoritmu

1.

Vybereme z n prvkd pole nejmensi prvek a zaménime jej
s prvnim prvkem pole.

Vybereme ze zbylych n - 1 prvkd pole nejmensi prvek
a zaménime jej s druhym prvkem pole.

. Obecné v i-tém kroku vybereme ze zbylych n - i nejmensi

prvek a zaménime ho s i-tym prvkem.

Po n -1 krocich je pole setridéno.
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Tridéni vybérem - ukazka Tridéni vybérem - pseudokod

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole
Vystup: Setfidéné pole A

89 45 68 90 29 34 17 1fori «0ton-2do

17 45 68 90 29 34 89 ) min « i:
17 29 68 90 45 34 89 3 forj < i+1ton-1do
17 29 34 90 45 68 89 4 if A[j] < A[min] then
17 29 34 45 90 68 89 ‘ : .

5 min <« J;
17 29 34 45 68 90 89 6 end
17 29 34 45 68 89 90

7 end

8 | Swap (A[i], Almin]);

9 end
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Funkce pro vyménu hodnot dvou proménnych Tridéni vybérem - analyza

1. Velikost vstupu - pocet prvkl n.

2. Zakladni operace - porovnani prvki (nékdy i pocet vymeén

1 Procedure Swap(x,y) prvka).
V?tup : Parar]w‘etry xay shijneho datoveho typu 3. Pocet zakladnich operaci zavisi pouze na n - nejhorsi,
Vlystup: Navzajem prehozene hodnoty x a y nejlepsi a pramérny pripad splyvaji.
? e % 4. Sestaveni vztah(
3 X <V
4 y < aux; n-2 n-1 n-2 )
e Cn) = > > 1=>[n-1)-(i+1)+1]
i=0 j=i+1 =
n-2 1 1
= Z(n—‘l -i)==n(n-1) = =n? = 0(n?)
i=0 2 2
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Tridéni vybérem - analyza (pokrac.) Tridéni vybérem

Poznamky

- Podrobny vypocet sumy lze najit v prikladu ,Unikatnost
prvkd“ v minulé lekci.

- Slozitost algoritmu nijak nezavisi na mire nesetridénosti

vstupniho pole. Algoritmus tedy neni pfirozeny. AT

K algoritmu tfidéni vybérem je k dispozici animace

- Algoritmus je ale stabilni — jako minimum je vzdy bran i
v samostatném souboru.

prvni prvek z nékolika shodnych.

- Algoritmus je in situ — vystacime si s konstantnim
rozsahem paméti navic.
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Bublinové tridéni - BubbleSort Bublinové tridéni — ukazka

- Vezmu dvojici sousednich prvki A. a A, ;.

- Pokud jsou v nespravném poradi, tak je vyménim. 89 « 45 68 20 29 34 17
- ZvySim i o jedna a pokracuji dalsi dvojici prvkd. 4 A 0 e H i
PO kazdé Achod lem A se dost o | 45 68 89 & 90 29 34 17
owtalz ém [?ru? to u polem A se dostane jeden prvek L 68 89 90 o 29 34 1
urcité na své misto. 45 68 89 29 90 o 34 17
AgrorAy @ Ay A | A< A 45 68 89 29 34 0 o 17
I e — 45 68 89 29 34 17 90
setridéno

. 45 & 68 & 89 o 29 34 17 90
V dalSim pruchodu polem uz prochazim o jeden prvek 45 68 29 89 < 34 17 90
méne. 45 68 29 34 89 o 17 90
- ProC bublinove tridéni — nejvétsi prvek z nesetridéné casti 45 68 29 34 17 89 90

takto ,probubla“ smérem ke konci pole. a tak dale

337/805 338/805



Bublinové tridéni - pseudokod

1

g >~ W N

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole
Vystup: Setfidéné pole A
fori « 0ton-2do
forj « 0ton-i-2do
if A[j]>A[j + 1] then
| Swap (A[j], AL + 1)
end
end

end
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Bublinové tfidéni — analyza (pokrac.)

Pocet zakladnich operaci C(n) je shodny s tfidénim
vybérem.

Pocet vzajemnych vymén prvk( S(n) ale uz na vstupu zavisi
a je v nejhorSim pripadé roven

S,orein) = C(n) = %n(n 1) e 8(n?)
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Bublinové tridéni — analyza

. Velikost vstupu - pocet prvkd n.
. Zakladni operace - porovnani prvkd.

. Pocet zakladnich operaci zavisi pouze na n - nejhorsi,

nejlepsi a primérny pripad splyvaji.

. Sestaveni vztahU

-2 n-i-2 n-2

S

cn) = > > 1=> ln-i-2)-0+1]
i=0 j=0 i=
2 . 1 1 5 2
- ;(n-1—:)=§n(n—1)z§n = 0(n%)
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Bublinové tridéni - dalsi vlastnosti

- Algoritmus je in situ — vystacime si s konstantnim

rozsahem paméti navic.

- Algoritmus je stabilni - k vyméné dojde jen pokud je

Alj] > A[j + 1], jinak ne.

- Slozitost této verze algoritmu nijak nezavisi na mire

nesetridénosti vstupniho pole. Algoritmus tedy neni
prirozeny.

- Modifikované verze (viz dale) uz ale pfirozené jsou.
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Bublinové tridéni - alternativni konstrukce algoritmu | Bublinové tridéni - alternativni konstrukce algoritmu |

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole
Vystup: Setfidéné pole A

- Pocet opakovani vnéjsiho cyklu by mél zaviset na il6

-

provedeni ¢i neprovedeni vymény prvk(. 5 AnySwap « false;
- Pokud se béhem vnitfniho cyklu neprovedla zadna 3 fori « 0ton-2do
vyména prvkd neni nutné toto pole dale prochazet - pole 4 if A[i]> A[i + 1] then
je evidentné setfidéno. 5 Swap (A[i], ALi +1]);
- Zavedeme si logickou proménnou AnySwap, kam 6 AnySwap < true;
si budeme ukladat informaci o pripadné vymeéneé. 7 end
8 end

9 while AnySwap;

343/805 344/805

Bublinové tridéni - alternativni konstrukce algoritmu Il Bublinové tridéni - alternativni konstrukce algoritmu Il

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole
Vystup: Setfidéné pole A

- Kombinovana konstrukce algoritmu: 1 Right « n -2,
- nedoslo k vyméné prvki a 2 do
- zkracovani posloupnosti o jeden prvek zprava. 3 AnySwap <« false;
- Zavedeme si logickou proménnou AnySwap, kam 4 | fori « OtoRight do
si budeme ukladat informaci o pfipadné vyméné. 5 if A[i] > A[i + 1] then
- Proménna Right bude oznacovat pravy okraj tridéné 6 Swap (A[i], Ali + 1]);
posloupnosti. 7 AnySwap <« true;
8 end
9 end
10 Right « Right - 1;

11 while AnySwap;
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Bublinové tridéni - alternativni konstrukce algoritmu III Bublinové tridéni - alternativni konstrukce algoritmu III

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole
Vystup: Setfidéné pole A

1 Right « n -2;
Proménna LastSwaplndex 2 do
3 LastSwaplindex « 0;
- bude oznacovat index posledni vymény prvk, 4 fori « 0to Right do
- jinak receno pravy okraj tridéné posloupnosti 5 if A[i]1> A[i + 1] then
v nasledujicim prichodu polem. 6 Swap (A[i], ALi +1]);
7 LastSwapindex « i+ 1,
8 end
9 end
10 Right « LastSwaplindex;

1 while LastSwapindex > 0;
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Bublinové tridéni Tridéni pretrasanim - ShakerSort

U BubbleSortu lze pozorovat dva efekty:

1. velké" prvky, zajici, se velice rychle posunuji ke konci
pole, ale

2. ,malé” prvky, Zelvy, se posunuji na zacatek pole jen jako

Animace ddsledek rychlého presunu velkych prvka.

K algoritmu bublinového tridéni je k dispozici animace
v samostatném souboru. V animaci je znazornén algoritmus Modifikace BubbleSortu:

podle snimku 348. - pole budeme prochazet stridavé z obou stran

- po kazdém prichodu pole se vyméni role zajicl a Zely,
cimrmanovska ,vyména mecl“ ze hry Blanik

- ShakerSort - pole je ,prestrasano, setfepavano” jako
v barovém shakeru.
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Tridéni pretrasanim - ukazka Tridéni pretrasanim - pseudokod

89 & 45 68 90 29 34 17
- S A 2 o LY Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
45 68 89 & 90 29 34 17 na prvcich pole
o Bt % O e 28 e U7 Vystup: Setfidéné pole A
45 68 89 29 90 & 34 17 )

1 Left « 0;
45 68 89 29 34 90 & 17 2 Right « n-1:
45 68 89 29 34 17 90 3 do
. 68 89 29 S 1 20 . | LeftToRight (A Left, Right),
S 68 89 2 < S 90 s | RightToLeft (A Left, Right):
45 68 89 o 17 29 34 90 . .

6 while Left < Right;
45 68 o 17 89 29 34 90
45 o 17 68 89 29 34 90
17 45 68 89 29 34 90

a tak dale
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Tridéni pretfasanim - pseudokod (pokrac.) Tridéni pretrasanim - pseudokod (pokrac.)

1 Procedure LeftToRight (A, Left, Right) 1 Procedure RightToLeft(A, Left, Right)
2 j <0 2 j <0

3 fori « Leftto Right-1 do 3 for i « Right downto Left+ 1 do

4 if A[i]1> A[i + 1] then 4 if A[i - 1] > A[i] then

5 Swap (A[i], Ali +1]); 5 Swap (A[i - 1], ALi];

g j i 6 J o«

7 end 7 end

8 end 8 end

9 Right « j; 9 Left « j;

10 end 10 end
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Tridéni pretrasanim

Animace Strategie feSeni problému hrubou silou
K algoritmu tfidéni pFetfasanim je k dispozici animace a Uplnym prohledavanim

v samostatném souboru. Sekvencni vyhledévéni
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Sekvencni vyhledavani Linearni vyhledavani - slozitost

- Typicka ukazka strategie reseni hrubou silou.
- Silna stranka algoritmu - jednoduchost (simplicity).
- Slaba stranka algoritmu - vysoka slozitost.

Pocet porovnani

Vstup : Pole A[0...n - 1] a hledany prvek x

Vystup: Index prvniho vyskytu prvku x v poli A, jinak -1 Nejhorsi pripad d
! for{ < F)to USee Nejlepsi pFipad 1
2 if A[i] = x then
3 | return i; Primérny pfipad Ip(n+1)+n(1 - p)
4 end
5 end kde p je pravdépodobnost Gspésného vyhledani
6 return -1;

Algoritmus byva také oznacovan jako linearni vyhledavani.
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Linearni vyhledavani - vyuziti zarazky (angl. sentinel)

Vstup : Pole A[0...n] a hledany prvek x
Vystup: Index prvniho vyskytu prvku x v poli A, jinak -1

1 Aln] « x; VR . .
5 o (@ Strategie reseni problému hrubou silou
3 while A[i] # x do a Uplnym prohledavanim
i —i+1; .. v e .
;’ end o Vyhledavani podretézce hrubou silou
6 if i <nthen returni;
7 return -1;

358/805

Vyhledavani podretézce hrubou silou Vyhledavani hrubou silou - pseudokod

Zadani e
Vstup : Vzorek p, text t a pocatecni pozice s
Najit vzorek p v textu t. Vystup: Pozice prvniho vyskytu p v textu t nebo -1
Reseni hrubou silou 1 for:: < stoftf-|pfdo
2 ] <« 0;

1. PrilozZime vzorek na zacatek textu. 3 while j < |p| do

2. Zacneme porovnavat znaky ve vzorku a textu. 4 if p[j] # t[i + j] then break;

3. Pokud se shoduji vSechny znaky vzorku s textem - 5 jej+;

nalezeno. 6 end
4. Pokud nalezneme neshodu, posuneme vzorek o jednu if j = |p| then return i;

pozici dopredu a pokracujeme bodem 2

8 end
9 return -1,
o G Ty tiom-1 Lo
! I I
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Vyhledavani hrubou silou - priklad

Vyhledavani hrubou silou - priklad (pokrac.)

Prvni pokus

GCAN c6CAGAGAGTATACAGTACG

1 2 3 4

Posun o 1 znak

Druhy pokus
GllATCGCAGAGAGTATACAGTACG

1

Bcacgacac

Posun o 1 znak
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Vyhledavani hrubou silou - priklad (pokrac.)

Paty pokus

GCcCATHl6 CAGAGAGTATACAGTACG

1

Bcacgacac

Posun o 1 znak

Sesty pokus

GcaT clGRCHANGIATGIANGI T A TACAGTACG
1 2 3 4 5 6 7 8

Posun o 1znak
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Treti pokus
GCMITCGCAGAGAGTATACAGTACG

1

WBcacacgac

Posun o 1znak

Ctvrty pokus
GCABlc6 CAGAGAGTATACAGTACG
1

Bcacgacac

Posun o 1 znak
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Vyhledavani hrubou silou - priklad (pokrac.)

Sedmy pokus
GCATCGIAGAGAGTATACAGTACG
1

Bcacacac

Posun o 1 znak

Osmy pokus
GcATCGCMGcAGAGTATACAGTACG

1

Bcacacac

Posun o 1 znak
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Vyhledavani hrubou silou - priklad (pokrac.)

Vyhledavani hrubou silou - priklad (pokrac.)

Devaty pokus
GCATCGCAGMIGAGTATACAGTACG

1 2
Gl rcArcGcAcG

Posun o 1 znak

Desaty pokus
GCATCGCAGMIGAGTATACAGTACG

1

Bcacgacac

Posun o 1 znak
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Vyhledavani hrubou silou - priklad (pokrac.)

Jedenacty pokus

GcATCcGCcAGAIGHMG TATA

1 2
G A 6 AcG A

CAGTACG

G

Posun o 1 znak

Dvanacty pokus

GCATCGCAGAGHMGTATA

1
WBcacaoc

CAGTACG

Posun o 1 znak

Vyhledavani hrubou silou - priklad (pokrac.)
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Trinacty pokus

GCATCGCAGAGAIGIIATACAGTACG

1 2
G A6 AGaG

Posun o 1 znak

Ctrnacty pokus

GCATCGCAGAGAGIIATACAGTACG

1

Bcacacac

Posun o 1 znak
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Patnacty pokus

GCATCGCAGAGAGTHMT A

1
G c A

CAGTACG

GAGAG

Posun o 1 znak

Sesnacty pokus

GCATCGCAGAGAGTARA

1
@ c

CAGTACG

AGAGAG

Posun o 1znak
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Vyhledavani hrubou silou - priklad (pokrac.) Vyhledavani podretézce hrubou silou - slozZitost algoritmu

- Velikost vstupu — délka textu n a délka vzorku m.
- Zakladni operace - porovnani znaku vzorku a textu.

Sedmnacty pokus - Zavislost jen na velikosti vstupu — ne, zalezi i na tom, kdy

GCATCGCAGAGAGTATHMcAGTACG se najde prvni neshoda.
1 - Nejhorsi pfipad - text a"'b, vzorek a™'b
. CAGAGAG - v kazdém pokusu provedeme vSech m porovnani vzorku

S textem
- soucasné provedeme vSech n - m + 1 pokusu.
- Celkem provedeme m(n - m + 1) porovnani, algoritmus
spada do O(mn).
- Nejlepsi pripad - vzorek je nalezen na zacatku textu,
slozitost O(m).
- Pfirozené jazyky - posun nastane po ,nékolika“ (k,)
porovnanich, nejhorsi slozitost O(kR, n) = O(n).

Posun o 1 znak

Algoritmus provedl celkem 30 porovnani znakd.
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Problém nejblizsi dvojice bod

Zadani problému
Naleznéte dva navzajem nejblizSi body z mnoZiny n bodd.

- Jde o jeden z problém(l vypocetni geometrie.
. e P . - Body mohou lezet na roviné nebo obecné v néjakém
Strategie feseni problémi hrubou silou / :

’ ) o mnohodimenzionalnim prostoru.
a Uplnym prOhledavamm - Body mohou reprezentovat objekty realného svéta nebo

Problém nejblizsi dvojice bodu zaznamy v databazi, texty...
- Priklady aplikac:
- Bezpecnost letového provozu - hledame dvé nejblizsi
letadla ve vzdusném prostoru.
- Shlukovani - hierarchické shlukovaci algoritmy postupné
spojuji sobé nejblizsi shluky do jednoho, vétSiho shluku.
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Problém nejblizsi dvojice bodl - predpoklady Problém nejblizsi dvojice bodi - feSeni hrubou silou

- Vypocteme vzdalenost vSech dvojic bod( EEEEE
5 o . . o p: a p; a nalezneme minimum. |
Predpokladejme mnozinu n bodu {P,,..., P}, kazdému bodu P; o . . ' .==
. = . . - Stacl pocitat jen dvojice bodu pro
odpovida vektor p; se slozkami e [ |
j=i+1,..n

Pi = (%) Vstup : MnoZina bodUl {p;, P,, ..., P,,}

v obwyklych kartézskych soufadnicich. Vystup: Vzdalenost dvou nejblizSich bodU
1 MinDist « oo;
fori «1ton-1do
forj «i+1tondo
MinDist « min (MinDist, JOG =%+ (; - yj)z);
5 end
6 end
7 return MinDist;

Vzdalenost bodi p; a ﬁj budeme pocitat pomoci Euklidovské
vzdalenosti

N

w

d(ﬁ,‘r ﬁ,) = \/(X,' - Xj)z v (yi - yj)z

E
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Problém nejblizsi dvojice bodi - feseni hrubou silou, slozZitost Problém nejblizsi dvojice bodl - feSeni hrubou silou, slozitost

(pokrac.)

4. Sestaveni vztahd
1. Velikost vstupu - pocet bod(i n n-1 n n-1
2. Zakladni operace C(n)
- Wpocet odmocniny - nejde o trivialni zaleZitost'.
- VWpoctu odmocniny se lze vyhnout - jde o rostouci funkci,
lze hledat minimum ,ctverct” vzdalenosti.

(n-1i)

.I\/I
I'M

2[(n-1)+(n-2)+-~+1]=(n-1)n € 6(n?)

- Za zakladni operaci vezmeme umociiovani rozdil 5. Odstranéni odmocniny - snizeni slozitosti o konstantni
soufadnic. faktor, nedoslo k zlepseni asymptotické slozitosti, stale je
3. Pocet zakladnich operaci zavisi pouze na n - nejhorsi, to ©(n*) algoritmus.
nejlepsi a primérny pripad splyvaji. 6. Pozdéji si ukazeme algoritmus s linearné logaritmickou
slozitosti.

'https://en.wikipedia.org/wiki/Methods_of_computing_
square_roots
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Konvexni obal - Convex Hull

Zadani problému

Ukolem je najit konvexni obal
(obalku) mnoziny bodd

v prostoru.

Strategie rfeseni problému hrubou silou - Jde o jeden z problémii vypocetni geometrie.
a ﬁplnym prohledévénim - Body mohou lezet na roviné nebo obecné v néjakém
mnohodimenzionalnim prostoru.
Konvexni obal mnoZziny - Priklady aplikaci:

- Detekce kolizi — pocitacova grafika, autonomni vozidla,

- GIS - bodové senzory, vytvoreni oblasti z téchto dat,

- Optimalizacni Glohy - vrcholy konvexniho obalu jsou jistym
zplUsobem extrémni; konvexni mnohoUthelnik vznika jako
prinik konecného mnozstvi polorovin; polorovina je
definovana nerovnici...

376/805

Konvexni mnozina bodl Konvexni mnozina bodl - priklady

Nekonvexni Gtvary

At
]

Definice .
.. . o . P Konvexni utvary
Mnozina bodu M v roviné se nazyva konvexni, jestlize pro

libovolnou dvojici bodl p,q € M (secka spojujici body p a g
nalezi do mnoziny M.

Mnozina, které neni konvexni se nazyva nekonvexni.

Predstavime-Lli si hranici mnoziny jako neprdhlednou, znamena Q
konvexita mnoziny nazorné to, ze z kazdého jejiho bodu je

vidét kazdy jeji bod.
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Konvexni obal

Definice

Konvexnim obalem mnoziny bod( M nazyvame nejmensi
konvexni mnozinu, ktera obsahuje M.

Viyraz ,nejmensi znamena, ze konvexni obal mnoziny M musi

byt podmnozinou jakékoliv jiné konvexni podmnoziny
obsahujici mnozinu M.

Konvexni obal

- dvouprvkové mnoziny - Usecka spojujici oba body.

- triprvkové mnoziny - trojuhelnik, pokud body nelezi na

primce, jinak je to Usecka spojujici nejvzdalenéjsi body.

379/805

Konvexni obal - resSeni hrubou silou

Usecka p;p; nalezi do konvexniho obalu mnoziny M, pravé kdyz
vSechny ostatni body z M lezi v jedné z polorovin definovanych
primkou I5,'I5,'-

p p
p; g p; 5

° Ps . Ps
P3 pP3

Pq Pq

381/805

Konvexni obal (pokrac.)

Véta Ps S
Konvexni obal mnoziny bodd M

s vice neZ dvéma body, které Py P2
neleZi na jedne primce, je . Ps
konvexni mnohouhelnik, jehoz Ps

vrcholy nalezi do M. P1

380/805

Konvexni obal - feSeni hrubou silou (pokrac.)

Obecnou rovnici pfimky prochazejici body p; a ﬁj lze psat jako

ax +by+c=0,
kde
=YY
= X" _X}'

382/805



Konvexni obal - feSeni hrubou silou (pokrac.)

Primka definuje dvé poloroviny:

ax+by+c < 0 (14)
ax+by+c > 0 (15)

Staci tedy ovérit, zda pro zbyvajicich n - 2 bodi plati bud
nerovnice (14) nebo (15).

383/805

Strategie reseni problému hrubou silou
a uplnym prohledavanim

Uplné prohledavani

Konvexni obal - analyza slozZitosti

- Musime provérit vsech %n(n - 1) dvojic bodl a soucasné

- pro kazdou pfimku definovanou jednou dvojici bodU
musime ovéfit platnost nerovnic (14) a (15) pro zbyvajicic
n -2 bodd.

- Celkové tedy [%n(n - 1)] (n -2) € 0(n3).

Uplné prohledavani (Exhaustive search)

- Soucast feSeni mnoha problém( - nalezeni jednoho
prvku, s néjakou specifickou vlastnosti, z mnoziny prvkd,

tzv. domény, ktera exponencialné nebo rychleji roste
s velikosti problému.

- Hledany element je typicky kombinatorické povahy -
permutace, kombinace, podmnozina.

- Typicky jde o optimalizacni tlohy - typicky hledame
maximum, minimum. Napriklad minimalizujeme délku
cesty, maximalizujeme zisk.

Uplné prohledavani je strategie feseni problému hrubou silo
spocivajici v otestovani vsech prvkl uvazované domény.

h

384/805

u
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Problém obchodniho cestujiciho - priklad Uplné prohledavani

Trasa Délka trasy [

a->b-oc—>d-a 2+8+1+7=18
a->b->d->c—>a 2+3+1+5=11
a—->c—>b-o>d—-a 5+8+3+7=23
a—-»>c—>d->b-a 5+1+3+2=11

a->d-b—->c—->a 7+3+8+5=23 [____1jiﬁ5E?;____]
a—->d—-c—->b—oa 7+1+8+2=18 CONSTRUCTION

386/805 387/805

Problém batohu

Problém obchodniho cestujiciho (Traveling Salesman Problem)

UNDER UNDER
CONSTRUCTION CONSTRUCTION
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Prichod grafem do hloubky a do Sirky

Strategie rfeseni problému hrubou silou
a uplnym prohledavanim

Priichody grafem
| UNDER |
CONSTRUCTION

390/805

Algoritmus prichodu grafem do hloubky Algoritmus prichodu grafem do hloubky (pokrac.)

Input : Graf G(V, E), pocatecni vrchol s € V 1 Procedure Init(V,s)
Output: DF-strom Input : MnoZina vrchold V, pocatecni vrchol s € V

1 Init(V,s); 2 foreach u € V do

2 while stack # @ do 3 state [u] « unknown;

3 u « Top(stack); 4 d [u] « f [u] « oo;

4 switch state [u] do 5 1 [u] « nothing;

5 case discovered do 6 end

6 | ProcessDiscoveredVertex(u); 7 | state [s] « discovered;

7 end 8 stack « @;

8 case current do 9 Push(stack, s );

9 \ ProcessCurrentVertex(u); 0 | time < 0

10 end 11 end

1 end

12 end
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Algoritmus prichodu grafem do hloubky (pokrac.) Algoritmus prichodu grafem do hloubky (pokrac.)

1 Procedure ProcessDiscoveredVertex(u)

Input :Vrcholu eV
2 state [u] « current;
, o Tl <= e = e 1 Procedure ProcessCurrentVertex (u)
. Input :Vrcholu eV
4 fore:ach v e Adj(G,u) do 2 | state [u] < finished:
5 if state [v] = unknown then . .
. 3 f[u] « time « time + 1;
6 state [v] « = discovered:; . Pop(tack):
7 mv] <y
8 Push(stack, v); > end
9 end
10 end
11 end
393/805 394/805
Vrcholy grafu
vrchol ve stavu unknown
vrchol ve stavu discovered
Cervena vrchol ve stavu current
modra  vrchol ve stavu finished
Hrany grafu v dvl flv] miv] v dvl flvl miv]
hrana mezi vrcholy ve stavu unknown nebo hrana A oo 1) / F o 0 /
nepatfici do DF-stromu B oo © / G oo o /
hrana incidentni s vrcholy ve stavu discovered C oo © / H oo oo /
cervena hrana incidentni s vrcholem ve stavu current D o ) / | oo S / S
modra  hrana mezi vrcholy ve stavu finished E o 0 / ] o © /
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Prichod grafem do hloubky, krok 2 Priichod grafem do hloubky, krok 3

®

v dlv]l flvl mlv] v dlv] flvl mlv] v d[v] flvl mlv] v dlv] flv] mlv]
A oo o) / F o 00 / A 1 00 / F o 1) /
B oo co / G oo 00 / B oo co / G oo 00 /
C oo oo / H oo 00 / A C oo oo / H oo 00 / A
D oo 00 / I o) 00 / S D oo 00 / I o) ) / S
E o co / J oo 00 / E o co / J oo 00 /
397/805 398/805

Prichod grafem do hloubky, krok 4 Prichod grafem do hloubky, krok 5

® ®

v d[v]l flvl mlv] v dlv] flvl mlv] v dlv]l flvl mlv] v dlvl flvl mlv]

A1 o / F o o / A1 ) / F o o / E
B oo 0 A G o o0 / B B oo © A G oo o / B
C oo oo / H oo 1) / A C oo oo / H oo %) / A
D o 00 / | 00 00 / S D oo 0o / | ) o0 / S
E o co / J oo 00 / E o co A J oo 00 /
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Priichod grafem do hloubky, krok 6 Priichod grafem do hloubky, krok 7

©

® ®

v dlv]l flvl mlv] v dlv] flvl mlv] G v d[v] flvl mlv] v dlv] flv] mlv] G
A 1 © / F oo 0 / E A 1 © / F oo 0 / E
B oo () A G o oo A B B oo () A G 2 oo A B
C oo oo / H oo 00 / A C oo oo / H oo 00 / A
D oo 00 / I o) 00 / S D oo 00 / I o) ) / S
E (%) (o} A J (%) o / E (%) oo A J (%) (%) /
401/805 402/805

Prichod grafem do hloubky, krok 8 Prichod grafem do hloubky, krok 9

©) O—m

H H
v dlvl flvl mlv] v dlv]l flvl mlv] G v divl flvl mlv] v dlvl flvl mlv] G
A 1 1) / F o oo / E A 1 o / F oo 0o / E
B o oo A G 2 oo A B B o oo A G 2 oo A B
C oo 1) / H o © G A C o 0 / H 3 o G A
D o 00 / | 00 00 / S D oo 0o / | ) 1) / S
E o oo A J ) (%) / E oo oo A J ) (%) /
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Priichod grafem do hloubky, krok 10 Priichod grafem do hloubky, krok 11
@ O—g

® ®

I I

H H
v dlvl flv] mlv] v dlv] flv] mlv] G v _dlvl flv] mlv] v dlv] flv] mlv] G
A 1 © / F oo 0 / E A 1 © / F oo 0 / E
B oo co A G 2 00 A B B oo co A G 2 00 A B
C o o / H 3 o G A C o o / H 3 o G A
D oo oo / I o0 () H S D o o0 / | 4 ) H S
E (%) (o} A J (%) o / E (%) oo A J (%) (%) /
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Prichod grafem do hloubky, krok 12 Prichod grafem do hloubky, krok 13
O O

J

F F

® ' ® |

H H

v d[v]l flvl mlv] v dlv] flvl mlv] G v dlv]l flvl mlv] v dlvl flvl mlv] G

A1 0 / F oo o0 I E A1 0 / F oo o I E

B oo 0o A G 2 00 A B B oo 0o A G 2 00 A B

C o o / H 3 co G A C o o / H 3 co G A

D o © / I 4 o H S D o © / I 4 0 H G
E o oo A J ) (%) / E oo oo A J ) (%) |

407/805 408/805



Priichod grafem do hloubky, krok 14 Priichod grafem do hloubky, krok 15

D

J J

F F

| |

® - ® -

v dv] flv] nlv] v dlv] flvl mlv] G v d[v] flvl mlv] v dlv] flv] mlv] G

A 1 © / F oo 0 I E A 1 © / F oo 0 I E

B o o A G 2 oo A B B oo oo A G 2 o3] A B

C o o / H 3 o G A C o o / H 3 o G A

D o © / I 4 o H 5 D o © J I 4 0 H I

E o 0 A J 5 o0 | E o 0 A J 5 o0 |
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Prichod grafem do hloubky, krok 16 Prichod grafem do hloubky, krok 17
o ®/® 0 o ®/® 7

C

D D

J J

F F

0 Q | e Q |

H H

v dlv]l flvl mv] v dvl flvl mlv] G v dlv] flvl mv] v dvl flvl mlv] G

A1 © / F o oo | E A 1 o / F o oo | E

B oo o) A G 2 o A B B oo o)) A G 2 o A B

C o o / H 3 o G A C o o D H 3 0 G A

D 6 o | | 4 o H S D 6 o | | 4 o H S
E o 00 A J 5 00 | E o 00 A J 5 00 |

411/805 412/805



Priichod grafem do hloubky, krok 18 Prichod grafem do hloubky, krok 19
Qe O Qe O

C
D D
J J
F F
I I
® O—=0o [ ® O—=0o [
v dlv] flvl mv] v dvl flvl mlv] G v dlvl flvl mlv] v dlvl flvl mlv] G
A1 o0 / F oo oo I E A1 o0 / F oo o0 I E
B oo o A G 2 o A B B oo o A G 2 o A B
c 7 o D H 3 o G A c 7 8 D H 3 o G A
D 6 0 J I 4 o H S D 6 0 J I 4 o0 H S
E oo oo A J 5 o3] | E o oo A J 5 o3] |
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Prichod grafem do hloubky, krok 20 Prichod grafem do hloubky, krok 21
o ®/® 0 o ®/® 0

J
F F
| I
® O—® ! ® O—® !
v dlvl flvl mlv] v dlv]l flvl mlv] G v divl flvl mlv] v dlvl flvl mlv] G
A1 0 / F oo o0 | E A1 0 / F oo o | E
B oo 0o A G 2 00 A B B oo 0o A G 2 00 A B
c 7 8 D H 3 o G A c 7 8 D H 3 o) G A
D 6 9 J I 4 0 H S D 6 9 J I 4 () H S
E o 0o A J 5 oo | E o 0o A J 5 10 |
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Pruchod grafem do hloubky, krok 22 Pruchod grafem do hloubky, krok 23

O—_ \@ O—_ \@

F
| I
® - ® m
v d[vl flv] mnlv] v d[v] flv] mnlv] G v d[vl flv] mnlv] v d[v] flv] mnlv] G
A 1 (o) / Fo1 co | E A 1 o / F1 12 I E
B oo co A G 2 00 A B B oo co A G 2 00 A B
C 7 8 D H 3 0o G A C 7 8 D H 3 co G A
D 6 9 J | 4 0 H S D 6 9 J | 4 0 H S
E o o) A J 5 10 | E oo o A J 5 10 |
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Priichod grafem do hloubky, krok 24 Prichod grafem do hloubky, krok 25

H
v d[v]l flvl mlv] v dlv]l flvl mlv] G v dlv]l flvl mlv] v dlvl flvl mlv] G
A 1 () / Foo1 12 I E A 1 () / Foo1 12 I E
B oo () A G 2 oo A B B oo () A G 2 oo A B
C 7 8 D H 3 00 G A C 7 8 D H 3 14 G A
D 6 9 J I 4 13 H S D 6 9 J I 4 13 H S
E ) o A J 5 10 | E oo o A J 5 10 |
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Priichod grafem do hloubky, krok 26 Prichod grafem do hloubky, krok 27
() ()

v dlvl flv] mlv] v dlv] flv] mlv] v _dlvl flv] mlv] v dlv] flv] mlv]
A 1 oo / Foo11 12 I E A 1 0o / Foo11 12 I E
B o () A G 2 15 A B B o 00 A G 2 15 A B
C 7 8 D H 3 14 G A C 7 8 D H 3 14 G A
D 6 9 J I 4 13 H S D 6 9 J I 4 13 H S
E oo oo A J 5 10 I E 16 oo A J 5 10 I
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Prichod grafem do hloubky, krok 28 Priichod grafem do hloubky, krok 29

v dvl flvl mlv] v _dlvl flvl nv] v dvl flvl mlv] v_dlvl flvl mv]
A1 e Fo1 12 A1 o Fo1 12

B o o A G 2 15 A B B 18 o A G 2 15 A B
c 7 8 D H 3 14 G A c 7 8 D H 3 14 G A
D 6 9 | I 4 13 H s D 6 9 | |4 13 H s
E 16 17 A J 5 10 | E 16 17 A J 5 10 |
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Priichod grafem do hloubky, krok 30 Priichod grafem do hloubky, krok 31
() ()

v dlv]l flvl mlv] v dlv] flvl mlv] v d[v] flvl mlv] v dlv] flv] mlv]

A 1 co / Foo11 12 I A 1 20 / Fooo11 12 I

B 18 19 A G 2 15 A B 18 19 A G 2 15 A

C 7 8 D H 3 14 G A C 7 8 D H 3 14 G

D 6 9 J I 4 13 H S D 6 9 J I 4 13 H S
E 16 17 A J 5 10 | E 16 17 A J 5 10 |
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Algoritmus prichodu grafem do Sirky
Input : Graf G(V, E), pocatecni vrchol s € V 1 while Q # @ do
Output: BF-strom 12 | u <« Dequeue(Q)

1 foreach u € V/{s} do 13 | foreachv e Adj(G,u) do

2 state [u] — unknov\m; 14 if state [V] = unknown then

3 d [u] « oo; 15 state [v] « discovered;

4 | m[u] « nothing; 16 dv] «dful+7

5 end 17 mv] «u;

6 Q « @ 18 Enqueue (Qv);

7 state [s] « discovered:; 19 end

8 d[s] « 0 20 | end

9 1 [s] « nothing; 21 state [u] « finished;
10 Enqueue(Q,s); 22 end
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Animace pruchodu grafem do Sitky - legenda Priichod grafem do Sirky, krok 1

Vrcholy grafu
v d[v] mfv]
vrchol ve stavu unknown A o ]
vrchol ve stavu discovered B oo /
cervena praveé zpracovavany vrchol C o /
modra  vrchol ve stavu finished D o /
E o /
Hrany grafu F oo /
hrana mezi vrcholy ve stavu unknown nebo hrana G o /
nepatrici do BF-stromu H oo /
hrana incidentni s vrcholy ve stavu discovered | oo /
Cervena hrana incidentni s pravé zpracovavanym vrcholem Q ] oo /
modra  hrana mezi vrcholy ve stavu finished
429/805 430/805
v d[v] nfv] v d[v] mv]
A 0 / A 0 /
B o / B o /
C o / C o /
D o / D oo /
E o / E o /
F o / F o /
G o / @ G oo /
H oo / H oo /
| oo / | oo /
a[4] ) a | o |
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Priichod grafem do Sirky, krok 4 Prichod grafem do Sirky, krok 5

v d[v] nfv] v d[v] n[v]

A 0 / A 0 /

B 1 A B 1 A

C o / C o /

D o / D o /

E (%) / E 1 A

F oo / Fooo /

G oo / G oo /

® oo ® oo
| oo / () /

433/805 434/805

v d[v] nfv] v d[v] mv]

A 0 / A 0 /

B 1 A B 1 A

C oo / C oo /

D o / D oo /

E 1 A E 1 A

F oo / Fooo /

G 1 A G 1 A

® ool ® ool
I 00 / | 00 /

Q[B[E]G] I o Q[B[E]G] I o
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Prichod grafem do Sirky, krok 8 Prichod grafem do Sirky, krok 9

v d[v] nfv] v d[v] n[v]
A 0 / A 0 /
B 1 A B 1 A
C o / C 2 B
D o / D o /
E 1 A E 1 A
F o / F o /
G 1 A G 1 A
O o1 O o1
a[E]6] oo JEEE oo
] o / J oo /
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Prichod grafem do Sirky, krok 10 Prichod grafem do Sirky, krok 11
v d[v] nfv] v d[v] mv]
A 0 / A 0 /
B 1 A B 1 A
C 2 B C 2 B
D oo / G D oo /
E 1 A E 1 A
F o / F oo /
G 1 A (A) © G 1 A
H o / H o /
JEEE e a [61¢] e
] o / ] o /
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Priichod grafem do Sifky, krok 12 Prichod grafem do Sirky, krok 13

— — I O MM m N W<

— — I OmM MmO @ > <
8 8 VN =28 N - O
~—— m > m > — W >

8 88 - nvM=28nNvm-=0
———>m >~ W >

Q[G[C[F] Q[G[C[F[H]
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Prichod grafem do Sirky, krok 14 Prichod grafem do Sirky, krok 15
dlv] mnfv] dlv] mfv]

— — I O mm 9O ONn w > <

— — LT O mm 9N wr>r<
8 8 VN2 8 M- O
~—— m > m > - W >

~—— m > m > - W >

Q[G[cF[H] Q[C|F[H]
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Priichod grafem do Sifky, krok 16 Priichod grafem do Sirky, krok 17

v d[v] mfv] v d[v] mfv]

@ A 0 / @ A 0 /

B 1 A B 1 A

C 2 B C 2 B

(6 o o ® o o

E 1 A E 1 A

@ Foo2 E @ Foo2 E

A G 1 A A G 1 A

H 2 E \\\\\\\\\<:::> H 2 E

| o / | o /

Q[c[F]H] | e Q[F[H] e
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Prichod grafem do Sirky, krok 18 Priichod grafem do Sirky, krok 19

dlv] mnfv] dlv] mfv]

— — I O mm 9O ONn w > <

— — LT O mm 9N wr>r<

8 8 V=N =2 wNN -2 oOo
~—— m > mX> N W >
8 8 N 2N - W -
~—— m > mX> N W >

4471805 448/805



Prichod grafem do Sirky, krok 20 Priichod grafem do Sirky, krok 21

v d[v] mfv] v d[v] mfv]
A 0 / A 0 /
B 1 A B 1 A
c 2 B c 2 B
D 3 C D 3 C
E 1 A E 1 A
F 2 E Fo2 E
G 1 A G 1 A
H 2 E H 2 E
| 0 / | 3 F
] o / J o /
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Prichod grafem do Sirky, krok 22 Prichod grafem do Sirky, krok 23

v d[v] nfv] v d[v] mv]
A0/ @ o A0
B 1 A B 1 A
C 2 B C 2 B
D 3 C D 3 C
E 1 A E 1 A
F 2 E F 2 E
G 1 A G 1 A
H 2 E H 2 E
I 3 F I 3 F
| w afo]l] | w
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Prichod grafem do Sirky, krok 24 Prichod grafem do Sirky, krok 25

v d[v] mfv] v d[v] mfv]
@ A0 @ A0/
Q B 1 A G B 1 A
c 2 B c 2 B
D 3 C D 3 C
E 1 A E 1 A
Fo2 E Foo2 E
G 1 A G 1 A
H 2 E H 2 E
| 3 F | 3 F
Q[o]1] e Q[r] e
453/805 454/805
v d[v] nfv] v d[v] mv]
@ A0/ @ A /
G B 1 A 0 B 1 A
c 2 B c 2 B
D 3 C D 3 C
E 1 A E 1 A
Foo2 E Foo2 E
G 1 A G 1 A
H 2 E H 2 E
I 3 F I 3 F
o [1]J] | & 3 o [1])] | & 3
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Prichod grafem do Sirky, krok 28 Prichod grafem do Sirky, krok 29

v d[v] nfv] v d[v] n[v]
A 0 / A /
B 1 A B 1 A
C 2 B C 2 B
D 3 C D 3 C
E 1 A E 1 A
F 2 E F 2 E
G 1 A G 1 A
H 2 E H 2 E
| 3 F | 3 F
J 4 D J 4 D
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v d[v] nfv] v d[v] mv]
A 0 / A /
B 1 A B 1 A
C 2 B C 2 B
D 3 C D 3 C
E 1 A E 1 A
F 2 E F 2 E
G 1 A G 1 A
H 2 E H 2 E
I 3 F I 3 F
Q ’ J 4 D Q ’ J 4 D
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Priichod grafem do hloubky a do Sirky

Animace

K obéma algoritmim prichodu grafem jsou dostupné dvé
animace

- vyhledani cesty v bludisti a

- aplikace v pocitacové grafice - vyplhovani oblasti.

Animace jsou k dispozici animace v samostatnych souborech.

461/805
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Prichod grafem do Sirky - vzdalenosti vrcholi od A
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T 0 A
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: 2 CFH
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BF-strom - priklad
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Zdroje pro samostatné studium

- Strategie feSeni problému hrubou silou
- kniha [2], kapitola 3, strany 97 - 98

- Tridéni vybérem

- kniha [2], kapitola 31, strany 98 - 100

- Bublinove tridéni

- kniha [2], kapitola 31, strany 100 — 101
- Tridéni pretrasanim

- kniha [4], kapitola 4, strany 78 — 79

- Sekvencni vyhledavani

- kniha [2], kapitola 3.2, strany 104 — 104
- Vyhledavani podretézce hrubou silou

- kniha [2], kapitola 3.2, strany 105 - 106

465/805

Dékuji za pozornost

Zdroje pro samostatné studium (pokrac.)

- Problém nejblizsi dvojice bodu

- kniha [2], kapitola 3.3, strany 108 - 109
- Konvexni obal mnoziny

- kniha [2], kapitola 3.3, strany 109 - 113
- Uplné prohledavani

- kniha [2], kapitola 3.4, strany 115
- Problém obchodniho cestujiciho

- kniha [2], kapitola 3.4, strany 116
- Problém batohu

- kniha [2], kapitola 3.4, strany 116 - 117
- Prichod grafem do hloubky

- kniha [2], kapitola 3.5, strany 122 - 125
- Prlchod grafem do Sitky

- kniha [2], kapitola 3.5, strany 125 - 128
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Strategie reseni sniz a vyres

466/805

doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D.
Katedra informatiky

Fakulta elektrotechniky a informatiky
VSB - TU Ostrava
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Strategie feseni sniz a vyres Strategie feSeni sniz a vyres

Tridéni vkladanim - InsertSort Topologické tridéni

Generovani kombinatorickych objektl

- Generovani kombinaci, variaci, permutaci, podmnozin je
soucasti riznych algoritmd.
- Typicky jde o vybér néjaké alternativy, moznosti, nastaveni

Strategie feSeni sniz a vyres parametrd...
- Priklady — Problém obchodniho cestujiciho, Problém

Generovani kombinatorickych objektl
batohu.

- Matematika se zajima spiSe pocty téchto objektl, zatimco
informatika hleda algoritmy jak je generovat.

- Pocet téchto objektl roste exponencialné nebo i rychleji!
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Generovani permutaci Generovani permutaci - priklad

- Budeme generovat permutace celych cisel 1,2, ..., n. permutace prvku 1

- Obecnéji mizeme generovat permutaci prvkd
{a,,a,,...,a }
- Vyuziti strategie sniz a vyres:
1. Generovani n! permutaci pro n prvk(i prevedeme na
generovani (n - 1)! permutaci n - 1 prvka.
2. Jakmile mame problém pro n - 1 vyreSen, vloZime prvek n
na vsech n moznych pozic do kazdé z (n - 1)! permutaci.

vlozeni 2 do permutace 1 zprava doleva 12 21

vlozeni 3 do permutace 12 zprava doleva 123 132 312
vloZzeni 3 do permutace 21 zleva doprava 321 231 213

Co je z prikladu patrné?

3. Jinak feeno, mame (n - 1)! permutaci, ke kazdé z nich - VSechny permutace jsou navzajem rlzne.
vygenerujeme n dalSich. Celkové dostavame n(n - 1)! = n! - Minimalni zména mezi permutacemi - dvé po sobé jdouci
permutac. permutace se liSi vyménou jediné dvojice prvkd a to

dokonce sousednich prvk.

469/805 470/805
Johnson-Trotter(v algoritmus Johnson-Trotter(v algoritmus
- Existuje moznost generovat permutace n prvkd? Bez Vstup : Pfirozené cislo n
nutnosti vygenerovat permutace pro n - 1? Ano, existuje. Vystup: Seznam vSech permutaci cisel {1, ..., n}

1me12 .. h

2 while m obsahuje mobilni prvek do

3 kR « nejvétsi mobilni prvek v m;

4 prehod v i prvek k se sousedem ve sméru Sipky;
5

6

- Kazdému z n prvk( permutace prifadime Sipku (smér), bud
vlevo nebo vpravo.

- O prvku k frekneme, ze je v dané permutaci mobilni, jestlize

sousedni prvek ve sméru Sipky prvku k je mensi nez k. o B R _
zmen smer sipky u vsech prvku véetsich nez R;

PFiklad vloZ nové vytvorenou permutaci (krok 4) m do
Permutace se Sipkami o vysledného seznamu;

3241 7 end
Prvky 3 a 4 jsou mobilni, prvky 2 a 1 nejsou mobilni. 8 return seznam vsech permutaci,
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Johnson-Trotter(v algoritmus - priklad Johnson-Trotterlv algoritmus - priklad, n = 4

Ukazka generovani permutaci pron =3

55 3 1234 1342 4321 2431
T3 2 1343 1324 3421 4231
312 1433 3734 35417 1313
. 2] 5133 3143 3314 5413
S 0733 5073 5374 5913
1432 4312 2341 2134
O prvku k fekneme, Ze je v dané permutaci mobilni, jestlize
sousedni prvek ve sméru Sipky prvku k je mensi nez k.
473/805 474/805

Johnson-Trotter(v algoritmus

- Jeden z nejefektivnéjsich algoritmd pro generovani
permutaci.

- Casova slozitost algoritmu je O(n!). Dékuji za pozornost

- ,Désiva“ slozitost algoritmu ale neni zplsobena
algoritmem samotnym, ten pracuje velice rychle. Je
zdpUsobena obrovskym mnozstvim permutaci, které musi
vygenerovat...
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Strategie reseni rozdél a panuj

VSB TECHNICKA
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INFORMATIKY

Strategie reseni rozdél a panuj

doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D.

Katedra informatiky

Fakulta elektrotechniky a informatiky UNDER
V5B - TU Ostrava CONSTRUCTION
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Master theorem

Strategie reseni rozdél a panuj

Nasobeni velkych celych cisel

UNDER
CONSTRUCTION
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Nasobeni velkych celych Cisel Nasobeni velkych celych Cisel - nasobeni 23 a 14

- Nasobeni ,béznych” celych Cisel resi Urcime dekadicky rozvoj cisel
preeeer e 2 3 23 = 2-10"+3-10°
- Co nasobeni mnohem vetsich Cisel, se 1 4
T : 1% = 1-10"+4-10°
stovkami cislic? Napriklad v kryptografii. 9 2
podobny pisemnému nasobeni. 3 2 2
- 1 0 1 0
- Jeho provedeni vyzaduje n? nasobeni 23x14 = (2'10 +3-10 )"(1 *107+4-10 )
&islic, kde n je pocet €islic. = (2x1)-10%+(2x4+3x1)-10" +(3x4)-10°
Otazka k reSeni = 322
Lze tg provést rychleji? Nebo je toto nejlepsi mozny Pro vypocet jsme potfebovali 4 nasobeni (oznacena x), tj. n?
algoritmus? P —
479/805 480/805

Nasobeni velkych celych Cisel - nasobeni 23 a 14 (pokrac.) Nasobeni velkych celych Cisel - rozdél a panuj

Prostfedni vyraz (desitky) lze vyhodnotit i takto
2x4+3x1=(2+3)x(1+4)-2x1-3x4

e ) . s .
MBS JmE Ve o U Bl 234 U e B Méjme dvé n-ciferna Cisla a a b, kde n je sudeé prirozené Cislo.

Ubeent] mEme &= @, & S ;5 peliel Oznacime prvni polovinu Cislic €isla a jako a,, druhou polovinu

c=axb=c,- 102 + c, - 10" + Cor jako a,. Zapis a = a,a, budeme chapat jako
kde a=a,a,=a,-10"%+q,
* €, =0, x by je nasobek prvnich dislic, Pro b = b, b, plati obdobny vztah.

* €y =0y x by je nasobek druhych Cislic a
© ¢, =(a, +ay)x (b, +by) - (c, +¢,) je nasobek souctl Cislica
a b minus dislice ¢, a ¢,.

481/805 482/805



Nasobeni velkych celych Cisel - pocet nasobeni

Nasobeni velkych celych Cisel - rozdél a panuj

Soucin ¢ = a x b miizeme zapsat jako

¢ = (a,-10"2+ag)x(b,-10"2 + b)) ) ) ) ) .
= (a, xb,)-10" +(a, xb, +ay x b.)- 1072 + (a, x by) : Poc.et na’sobve’nl nutnycﬁ prg vypocet soucinu dvou
5 n-cifernych cisel oznacime jako M(n).
= ¢,-10"+¢, - 102+ ¢, o B o
- Vypocet soucinu vyzaduje 3 nasobeni Cisel polovicni
kde velikosti. Nasobeni Cisel pro n = 1 vyzaduje jedno
* ¢, =a, xb, je nasobek prvnich polovin, nasobeni. Tedy
* €y =0y x by je nasobek druhych polovin a n
- ¢, =(a, +ag) x (b, + by) - (c, + ¢,) je nasobek souctl M(n) = 3M (5) pron>1
polovin Cisel a a b minus soucet ¢, a ¢,. M(1) = 1
Cisla c,, ¢, a ¢, Vypocteme stejnym zpisobem - rekurzivni
algoritmus.
Ukonceni rekurze: n = 1 nebo cisla a, b lze nasobit pomoci HW.
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Nasobeni velkych celych Cisel - pocet nasobeni (pokrac.) Nasobeni velkych celych Cisel - pocet nasobeni (pokrac.)

- Vzhledem k tomu, Ze k = log, n dostavame dale
- Metodou zpétné substituce pro n = 2% dostavame
M(n) - 3log2n - nlogz3 ~ n1,585

M(2F) = 3m(2%") =3[3m(2"2?)] = 32m(2*?)

3imM(2kT) Poznamky

1. Pro logaritmy plati @'°% ¢ = ¢'°% 9,
2. Rekurze nemusi nutné pokracovat az k n = 1, [ze skoncit dfive
a pro mala n pouZzit bézny algoritmus.

3km(2"*) = 3
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Nasobeni velkych celych Cisel - pocet scitani a odcitani Nasobeni velkych celych €isel - pocet scitani a odcitani (pokrac.)

- Jak je to ale se scitanim a odcitanim? Neni nizsi pocet

nasobeni vykoupen vyssim poctem scitani a nasobeni? ..
yroupen vy P - Podle vztahu (??), Master theorem, dostavame
- OznaCme A(n) pocet scitani a odcitani pri nasobeni dvou

n cifernych cisel. A(n) € 0(n10g23)
- Kromé 3A(ﬂ) operaci nutnych pro rekurzivni vypocet c., ¢
2 21 &1 P o - :
a ¢, potfebujeme 5 souctl a 1 odecitani (na slajdu 483 - Celkovy pocet scitani a odcitani roste asymptoticky
oznacena barevné), tedy stejnou rychlosti jako pocet nasobeni.
n
A(n) = 3A(§) +cnpron>1
A1) = 1

487/805 488/805

Nasobeni velkych celych Cisel - historie

- Autorem algoritmu je soveétsky matematik Anatolij
Alexejevi¢ Karacuba (1937 — 2008), ktery jej predstavil
v roce 1960.

- Do té doby prevladal nazor, Ze tradicni algoritmus je Strategie reSeni rozdél a panuj

asymptoticky optimalni. Strassenovo nasobeni matic

- TakZze ma smysl se zabyvat i jiz ,vyfeSenymi“ problémy :-)
- Otazkou je kdy pouZit standardni algoritmus a kdy
algoritmus zalozeny na strategii rozdél a panuj.
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Strassenovo nasobeni matic Strassenovo nasobeni matic radu 2

(ao,o ao,1)x(bo,o 0,1)
Ao a4/ \big by,

S o

(Co,o Co,1 )
Cio Cin

- Je nasobeni matic pomoci strategie hrubou silou nejlepsi

mozné? _ (m1 +m, - Mmg+my; m; + Mg )
- Slozitost nasobeni hrubou silou je ©(n3). My * M, My * My =My * Mg
- Asymptoticky lepsSi algoritmus predstavil Volker Strassen
Vv roce 1969.
- Vychozi ,objev" - nasobeni ¢tvercovych matix radu 2 lze my = (0010 * a1,1xb0'0 ¥ bm) Ms = (ao,o ¥ am)bm
provést se 7 nasobenimi, na rozdil od 8 u hrubé sily. m, = (a;4+a;,)by, mg = (a;4-0a,0)(bgq+bg)
my = ag4(byq-by ;) m, = (ayq,-a;,)(by,+by;)
m, = a4(b;5-byp)
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Strassenovo nasobeni matic Strassenovo nasobeni matic (pokrac.)

- Vztahy mizZeme preformulovat na prevod nasobeni matic
nxn na podmatice fadu 2 x % takto:

) , Co,0 ‘ Con | _ [ Aoo ‘Aon Boo ‘ Boa
- Pocty operaci pro matice 2 x 2: [ ‘ C, = A, ‘A” x B, , ‘ B,
Hruba sila  Strassen ' ' ' ' ' '

Pocet nasobeni 3 7 » Podmatici C; , muUzZeme vypocitat bud jako

’ E’ocet sutam a odota.m B 4 18 Co,o - Ao,o y Bo,o +A0,1 y B1,o
- Nasobit takto matice 2 x 2 je oCividny nesmysl. Ale!
nebo jako

Coo =My +M, -Mg+M,

* Matice M,, ... M, vypocteme stejnym, rekurzivnim,
zpUsobem.

492/805 493/805



Strassenovo nasobeni matic - analyza sloZitosti Strassenovo nasobeni matic - analyza slozitosti, s¢itani

Pocet nasobeni M(n) pro matice n x n je dan rekurentni rovnici: - Neroste ale pocet scitani A(n) pro matice n x n prilis rychle?
M _ am(8 1 - Pro nasobeni matic n x n potfebujeme:
(n) = (5) pron> 1. vypocitat 7 podmatic fadu % x % a
M(1) = 1 2. proveést 18 scitani/odecitani podmatic fadu 7 x 2.
Pfedpokladejme, 7e n = 2% a odtud dostavame Takze X
n n
M) = M) = 7 (M2 7m(22) Aln) = 74(3)+18(3) pron>1
A1) = 0
= 7'M (2%) - Podle vztahu (??), Master theorem, dostavame
A(n) € 0 (n'*%7)
_ Rp(ok-RY = 7k . ) ) L
= 7TM(2%T) = 77 - Z toho plyne, ze Strassenovo nasobeni matic ma
ProtoZe k = log, n a tudiz asymptotickou slozitost © (n'°%7), coZ je méné nez feeni
M(n) = 7°%7 = 987 & 12807 _ 3 hrubou silou.
494/805 495/805
Strategie reSeni rozdél a panuj Strategie reSeni rozdél a panuj

Problém nejblizsi dvojice bod Konvexni obal mnozZiny
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Uvodni pfednaska predmétu

Dékuji za pozornost

doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D.

Katedra informatiky
Fakulta elektrotechniky a informatiky
VSB - TU Ostrava
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O predmétu Algoritmy Il

Upozorneni
3 VSechny aktualni informace k predmétu naleznete na
Uvodni prednaska predmetu

I & i http://www.cs.vsb.cz/dvorsk
O predmétu Algoritmy I p:// / y/

Tato prezentace slouzi jen pro Ucely Gvodni prednasky
a nebude dale aktualizovana.

497/805


http://www.cs.vsb.cz/dvorsky/

O predmétu Algoritmy Il

- Pokracovani predmétu Algoritmy I, tj. naplni predmétu
jsou dalsi strategie algoritmického feSeni Gloh (dynamické
programovani, hladové algoritmy atd.) a typické priklady
jejich uziti.

- Prednasky — zaméreny na teorii.

- CviCeni - zamérena na implementaci reseni problémd
danou strategii v jazyce C resp. C++.

- Vazby na dalsi predméty:

- Uvod do programovani - jazyk C,
- Funkcionalni programovani - rekurze a
- Objektové orientované programovani.
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Garant predmétu, prednasejici, tutor komb. formy

doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D.

Kancelar: EA441

Email: jiri.dvorskyavsb.cz
Web: www.cs.vsb.cz/dvorsky

K ¢emu je garant predmétu?

Garant predmétu zodpovida za pribéh vyuky celého
predmétu, priibéh cviceni, plnéni Gkold na cvicenich

a za korektni hodnoceni Gkol(. Problémy spojené se cvicenimi
reste primarné se svym cvicicim. Nepodari-li dosahnout
reSeni problému s cvicicim obracejte se na garanta predmeétu.

500/805

Rozsah predmétu, zplsob zakonceni

Rozsah predmétu

- vyuka probiha v zimnim semestru druhého rocniku
bakalarského studia
- hodinova dotace:
- 2 hodiny prednasky a 2 hodiny cviceni tydné v prezencni
formé a
- 6 tutoriall v kombinované formé studia
- predmét je ohodnocen 5 kredity

ZpUsob zakonceni

- zakonceni klasifikovanym zapoctem
- klasifikovany zapocet neni zkouska

- nejsou tfi terminy jako u zkousky, jiné déleni bodd v ramci

celeho predmeétu 499/805

Prerekvizity

Povinna prerekvizita — Gspésné absolvovani Algoritmd I.
Poznamka
- Algoritmy Il jsou, jakoZto povinny predmét, automaticky
zapsany vsem studentdm.

- Nesplnéni prerekvizity ale zplsobi, Ze do Edisonu nejde
zapsat jakykoliv vysledek.

- Dokud nemate splnéné povinné prerekvizity, tak nemuzete
absolvovat predmeét, ktery je na nich zavisly.
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www.cs.vsb.cz/dvorsky

Studenti se specifickymi naroky

Centrum Slunecnice FEl

Dochazka

- http://slunecnice-fei.vsb.cz/,

Prednasky
_ . o - poskytuje podporu zpristupnujici studium i pro studenty
> Bl GlOEENE MEpeMNE se specifickymi naroky,
- Ueast il Mien J& coperesne - |ze ziskat, mimo jiné, zvySenou casovou dotaci na ukoly.
Cviceni

. oL Vyzva
- Jsou naopak povinng,
- Pokud mate jakoukoliv tlevu, neprodlené kontaktujte
_ ) o ) ) sveho cviciciho a garanta predmeétu.
- Je nutno ziskat dostatecnée bodové hodnoceni. o L o s
- Vyucujici nemaji k dispozici zadné seznamy studentu

zahrnutych do tohoto programu.

- (cast a aktivita na cvicenich jsou hodnoceny,
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Individualni studijni plan Konzultacni hodiny

- Pokud na prednasce nebudete nécemu rozumét,
- Individualni studijni plan umoznuje, v odlvodnénych peiebUeie [POrEel: Neoe VeIt fEEd) proplerT
pripadech, individualni terminy pro plnéni studijnich

s prednaskou, cvicenimi, testy, Vasi absenci na vyuce atd.
povinnosti.

- Studenti, ktefi maji individualni studijni plan, prosim
neprodlené kontaktujte svého cviciciho a garanta
predmétu a dohodnéte se na individualnich terminech
plnéni Gkold.

- Individualni studijni plan neznamena naprostou libovili
v terminech.

504/805

je mozné vyuzit konzultacni hodiny.

- V tento cas jsem pripraven vénovat se Vam osobneé.

- Termin konzultacnich hodin je uverejnén mym webovych

strankach.

- Zadam Vas ale o dodrzeni nékolika pravidel:

1. Konzultaci je nutné si domluvit predem, nejlépe emailem.

2. Pokud potrebujete poradit s ucivem, prineste si s sebou
materialy, které jste si k tématu prostudovali, vypiste si co
je vam jasné a kde jste se ,zasekli” a potfebujete poradit.
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http://slunecnice-fei.vsb.cz/

Konzultaéni hodiny (pokrac.) Online konzultace

- Konzultaci s vyucujicim nic neriskujete — maximalné se

) L - DalSi mozna forma konzultaci.
dozvite co potrebujete.

v . . - UrCeno predevsim pro kombinovanou form ia.
- Prijdte se zeptat rovnou ke zdroji informaci - internetova LMD PTRCEVEIM (e KemmeineEmay form Sie/s

fora jsou zaplevelena rdznymi polopravdami i naprostymi
nesmysly. - Konzultace budou probihat v MS Teams.

- Termin konzultaci je nutné individualné dohodnout.
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Algoritmy 1l - vyuka, Gkoly a jejich hodnoceni pro rizné formy

studia

- Prezencni a kombinované studium ma specifickou formu
Y k o & - ~ v ~ ~
R S ) ) Uvodni prednaska predmetu

- Obé formy studia maji specifické podminky pro splnéni

predmétu. Prezencni forma studia

- Podle formy Vaseho studia se Vas tyka pouze jedna ze
dvou nasledujicich casti prezentace.
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Témata prednasek

~N O B W N

Uvodni pfednasgka predmétu

Strategie rfeseni transformuj a vyres

Zaména pamétové a casove slozitosti

Dynamické programovani

Hladové algoritmy

Strategie reSeni iterativnim zlepSovanim

Meze moznosti algoritmického feSeni problém(. P, NP
a NP-Uplné problemy.

. Zdolavani mezi moznosti algoritmického reseni problémd

509/805

Cviceni (pokrac.)

Cviceni nenahrazuje prednasku!
- Ucelem cvieni neni pfiprava na zavérecnou pisemku.
- Cviceni nejsou bleskovou prednaskou pro ty, ktefi nechodi
na prednasky.
- Na cviceni je nutné byt pripraven.
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Cviceni

- Prima vyuka ve cvicenich odpovida prednaskam.

- Ve cviCenich pracuji studenti pod vedenim cviciciho na

konkrétni implementaci priklad( v jazyce C++.

- Dale je také mozné konzultovat s cvicicim probirané ucivo.

- Rozdéleni do cviceni tak, jak je uvedeno v informacnim

systému Edison, je nutné respektovat.

- Neni mozné prekracovat kapacitu cviceni.

- Veskeré presuny je nutné mit zaznamenany v systému

Edison.
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Ukoly

- Hodnoceni v predmétu Algoritmy Il se sklada ze tfi casti,

akold:
1. pribézné aktivity na cvicenich,
2. obhajoby projektu a
3. zavérecné pisemné prace.

- VSechny Ukoly jsou povinné.

- Z kazdého Ukolu je nutneé ziskat aspon minimalni pocet

boddu.
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Ukoly - priib&zna aktivita na cvi¢enich

Ukoly - priib&zna aktivita na cvi¢enich (pokrac.)

- Tato ¢ast hodnoceni probiha pribézné po cely semestr.

- Na kazdém cviceni bude cvicicim ohodnocena Vase
aktivita. Aktivita je hodnocena pomoci barevného kodu:

- Kazdému barevnému kodu odpovida urcita vaha, ktera se

projevi v celkovém hodnoceni vSech cviceni. Zelena
aktivita ma vahu 1, oranZzova ma vahu 0,5 a Cervena 0.

- Z takto ziskanych vah z jednotlivych cviceni se na konci

- zelena - student na cviceni pracoval aktivng, v latce se
orientoval, dafilo se mu implementovat zadané tkoly,

- student na cviceni byl spiSe pasivni, na cviceni
nebyl pfilis pfipraven (ve znalostech mél ,mezery*),
implementace Gkol{ se pfilis nedafila a - Je zfejme, ze vSechny zelené kody odpovidaji maximalnimu

- Cervena - student na cviceni byl zcela pasivni, o vyuku poctu bodu (30), samé Cervené kody odpovidaji nulovéemu
nejevil zajem, implementaci Gkold nezvladl. Do této poctu bodu.
kategorie spada i neomluvena nelcast na cviceni.

semestru vypocte primeérna vaha, ktera se vynasobi
maximalnim moznym poctem bod( (30) a vysledek je Vami
Ziskany pocet bodd.

- Body za aktivitu nelze ziskat zpétné.
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Ukoly - obhajoba projektu

- Zadani projektu bude zverejnéno na webu predmétu
Priklad koncem fijna.

Ukoly - priib&zna aktivita na cvi¢enich (pokrac.)

- Deadline odevzdani bude okolo zapoctového tydne.
Pfesné datum bude zverejnéno v zadani projektd.

Student Franta na péti cvicenich ziskal zelené hodnoceni, na
tfech oranzZové a na dvou cervené. Primérnou vahu

vypoctene jako: - ZpUsob odevzdani stanovi jednotlivi cvicici.
5x1+3x0,5+2x0 6,5 _ 0.65 - Obhajoby projektl probéhnou v zapoctovém tydnu a ve
5+3+2 10 T zkouskovém obdobi. Harmonogram obhajob je

Viysledné bodové hodnoceni je tedy 0,65 x 30 = 19,5 bodd. v kompetenci cvicicich.
- Bez ohledu na to, kdy probéhnou obhajoby projektl plati,

ze se obhajuje verze, ktera byla odevzdana do deadlinu.

- Na obhajobu projektu neni mozny opravny termin.
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Ukoly - zavéreéna pisemna prace Ukoly - zavérecna pisemna prace (pokrac.)

- ZavérecCna pisemna prace probéhne ve zkouskovém
obdobi.

) L ) . - Zavérecnou pisemnou praci mate moznost psat celkem
- Terminy budou zverejneny v systému Edison.

dvakrat, jinak feCeno mate narok na jednu opravu.

- Opravny termin na zavérecnou pisemnou praci je Pfedmét je ukoncen klasifikovanym zapoctem. Nevztahuje
poskytovan jen tém studentdm, ktefi u svého prvniho se tudiZ na né&j poZadavek dvou oprav, jak to vyZaduje
pokusu ziskali aspon 10 bodd. studijni fad u zkousky.

- Zadné dalsi opravy nejsou mozné.

Pocet bodl na prvnim terminu | Opravny termin
0az9 NE
10 az 20 ANO
vice nez 21 neni nutny, dspéch
517/805 518/805
Hodnoceni Gkoll Obecné pokyny ke vSem Gkolim
* Je nutné splnit vSechny vySe uvedené tkoly, - U v3ech Ukold jste povinni se prokazat svou studentskou
- a zaroven u viech Gkoll aspon minimalni pocet bodu. kartou nebo jinym oficialnim dokladem totoznosti. Bez
prokazani totoznosti Vam nebude vysledek zapocitan.
) . Pocet bodu‘ - Kazdy prohfesek v{i¢i studijnimu fadu u testll a pisemné
Ukol _ S AiiaiiatEhan) || neRsintein prace bude nekompromisné postihovan. Jde pfedevsim
Prub. aktivita na cvicenich 15 30 o0 opisovani, plagiatorstvi, a zaménu studentd.
haj rojek 1 .. . . . .
O,b aJol?a p’ Ojektu > 30 - Je zakazano zadani testu, pisemek atd. kopirovat, fotit
Pisemna prace 21 40 . . o S .
—= = mobily, fotoaparaty, skenovat ¢i jakkoliv jinak kopirovat,
Celkovy pocet bodu 51 100 . . S . .
rozmnozovat, sdilet elektronickym zpusobem a podobné.
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Tutorialy

1. tutorial - 20. zari 2024 povinny
- Na tomto Uvodnim tutorialu Vam budou
sdéleny informace o organizaci studia
- .. Lo . . predmétu a informace o naplni predmétu.
Uvodni prednaSka predmetu - Konzultace k tématim: Strategie reSeni

Kombinovana forma studia transformuj a vyres.

2. tutorial - 5. fijna 2024
- Konzultace k tématlim: Zaména pamétové
a Casove slozitosti.

521/805

Tutorialy (pokrac.) Tutorialy (pokrac.)

6. tutorial - 29. listopadu 2024

3. tutorial - 19. Fijna 2024 - Konzultace k tématiim: Strategie FeSeni

- Konzultace k tématdm: Dynamicke iterativnim zlepSovanim.

programovan. 7. tutorial — 13. prosince 2024
- Konzultace k tématiim: Meze moznosti
algoritmického reseni problémd. P, NP
5. tutorial - neni a NP-Uplné problémy. Zdolavani mezi
moznosti algoritmického feseni problém.

4, tutorial - 1. listopadu 2024
- Konzultace k tématiim: Hladoveé algoritmy.
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Ukoly Ukoly - priib&zna aktivita na tutorialech

- Hodnoceni v predmétu Algoritmy Il se sklada ze tfi casti,

Ukol(:
1. priibéZzné aktivity na tutorialech, Pribézna aktivita na tutorialech znamena:
2. obhajoby projektu a . B
3. zavérecné pisemné prace. - Ucast na tutorialech a
- Viechny Gkoly jsou povinné. - pribézné plnéni kol zadanych na jednotlivych

- Z kazdého tkolu je nutné ziskat aspon minimalni pocet tutorialech.
bodd.

- Dalsi informace o jednotlivych Gkolech budou k dispozici
na webu tutora.
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Ukoly - obhajoba projektu Ukoly - zavéreéna pisemna prace

PP . y . - Zavérecna pisemna prace je zamérena n reticke
- Zadani projektu bude zverejnéno na webu predmetu averecna pisemna prace je zamerena na teoreticke

koncem fijna. znalosti.
- Deadline odevzdani bude okolo zapoctového tydne. ’ Zi\éertff“e pisemna prace probéhne ve zkouskovéem
obdobi.

Pfesné datum bude zverejnéno v zadani projektd.

- ZpUsob odevzdani a dalsi naleZitosti budou upresnény na - Terminy budou vypsany v systéemu Edison.

webu tutora. - Opravny termin na zavérecnou pisemnou praci je

- Obhajoby projektd probéhnou ve zkouskovém obdobi. poskytovan jen tém studentim, ktefi u svého prvniho

Terminy budou vypsany v systému Edison. 2EIE 25 @ Z500M 10 (9081

- Bez ohledu na to, kdy probéhnou obhajoby projekti plati, Pocvet bodu na prvnim terminu_| Opravny termin
. - . P . 0az9 NE
ze se obhajuje verze, ktera byla odevzdana do deadlinu. ;
. : ) . . . 10 az 20 ANO
- Na obhajobu projektu neni mozny opravny termin. Vice nes 21 O o
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Ukoly - zavérecna pisemna prace (pokrac.) Hodnoceni Gkold

- Je nutné splnit vSechny vySe uvedené koly,

- Zavérecnou pisemnou praci mate moznost psat celkem
dvakrat, jinak feCeno mate narok na jednu opravu.

- a zaroven u v3ech Gkold aspon minimalni pocet bodd.

Predmét je ukoncen klasifikovanym zapoctem. Nevztahuje Pocet bodt
se tudizZ na néj pozadavek dvou oprav, jak to vyZzaduje kol ey sy
Sl [Ee 1 2/ GUstsy Prib. aktivita na tutorialech 15 30
- Zadné dalsi opravy nejsou mozné. Obhajoba projektu 15 30
Pisemna prace 21 40
Celkovy pocet bodl 51 100
528/805 529/805

Obecné pokyny ke vSem Gkolim

- U vSech kol jste povinni se prokazat svou studentskou
kartou nebo jinym oficialnim dokladem totoznosti. Bez
prokazani totoznosti Vam nebude vysledek zapocitan.

- Kazdy prohresek vici studijnimu fadu u testd a pisemné Uvodni pFed naska pFedmétu
prace bude nekompromisné postihovan. Jde predevsim

0 opisovani, plagiatorstvi, a zaménu studentd. Software pro vyuku

- Je zakazano zadani testd, pisemek atd. kopirovat, fotit
mobily, fotoaparaty, skenovat ¢i jakkoliv jinak kopirovat,
rozmnozovat, sdilet elektronickym zplsobem a podobné.
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Software pro vyuku Vyvojove prostredi pro C++

Primarni software

- Na ucebnach je pro vyuku k dispozici Microsoft Visual

- Vyvojové prostredi pro C++ 4 .
Studio Community 2022.

- Dokumentace k C++ o o o L
- Toto vyvojove prostredi doporucuji | pro domaci pripravu.
- Obecné lze pouzit jakékoliv vyvojove prostredi

Doplikovy software s kompilatorem podporujicim minimalné specifikaci C++17.

- Dokumentacni systém Doxygen, www.doxygen.org

- Typograficky system KX, www. ctan.org
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Vyvojové prostredi pro C++ (pokrac.)

Poznamky

1. PFi hodnoceni Vasich projektl bude pouzivan prekladac
Microsoft Visual C++ a specifikace jazyka C++17.

2. Jazyk C neni totozny s jazykem C++!

3. Pozor na nestandardni rozsireni jazyka C++
implementovaného v GNU C++ kompilatoru.
- Napriklad se jedna o pole proménné délky (variable length Studijni literatura
array).
- Doporucuje se kompilovat se zapnutou volbou
-pedantic-errors, viz Options to Request or Suppress
Warnings.

Uvodni pfednaska predmétu
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www.doxygen.org
www.ctan.org
https://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/Warning-Options.html#index-pedantic-errors-1
https://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/Warning-Options.html#index-pedantic-errors-1

Studijni literatura Povinna literatura

1. LEVITIN, Anany. Introduction to the Design and Analysis of
Algorithms. 3rd ed. Boston: Pearson, 2012. ISBN
978-0-13-231681-1.

2. CORMEN, Thomas H., Charles Eric LEISERSON, Ronald L.
RIVEST a Clifford STEIN, [2022]. Introduction to algorithms.
- doporucena literatura — programovaci jazyk C++. Fourth edition. Cambridge, Massachusetts: The MIT Press.

NiZe uvedenou literaturu vyuZijete v pfedmétu ISBN 978-026-2046-305.
Algoritmy | i Algoritmy II. 3. SEDGEWICK, Robert. Algoritmy v C. Praha: SoftPress, 2003.

ISBN 80-864-9756-9.

Studijni literaturu lze rozdélit do dvou skupin:

- povinna literatura - strategie algoritmického reseni
problém( a
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Povinna literatura (pokrac.) Doporucena literatura

4. MARES, Martin a Tomas VALLA, 2017. Priivodce labyrintem , N
algoritmu [online]. Praha: CZ.NIC, z.s.p.o. [cit. 2020-10-03]. 1. STROUSTRUF, Bjarne. C++ programovaci jazyk. Praha:

CZNIC. ISBN 978-80-88168-19-5. Dostupné z: Softwarove Aplikace a Systemy, 1997. ISBN 80-901-5072-1.
https://knihy.nic.cz/ 2. VIRIUS, Miroslav. Pasti a propasti jazyka C++. 2., aktualiz.

5. WROBLEWSKI, Piotr. Algoritmy. Brno: Computer Press, 2015. a rozs. vyd. Brno: CP Books, 2005. ISBN 80-251-0509-1.
ISBN 978-80-251-4126-7. 3. SCHILDT, Herbert. Nauc se sam C++: [poznej, vyzkousej,

6. WIRTH, N. Algoritmy a Struktdry Gdajov. Alfa, Bratislava PelEAEl, Bl St e, 200, (S SR TIEs:
1989, 4. ECKEL, Bruce. Myslime v jazyku C++. Praha: Grada, 2000.

Knihovna programatora (Grada). ISBN 80-247-9009-2.
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Strategie reseni transformuj a vyres

Instance

problému
Dvoufazova strategie Anoduzs inst " oo . . .

Jednodusst instance problemu Strategie reseni transformuj a vyres

1. transformace nebo
2 feieni jina reprezenn':sge problému Predtiidéni dat

instance jiného problému

Reseni
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Predtridéni dat Jedinecnost prvki v poli

- Pomérneé stara myslenka, ktera mimo jiné motivovala

- “dicich aleoritme Zadani
vyzkum tridicich algoritmu. . P . .. .
y ) ) g ) Mame dano pole A s n prvky. Mame urcit, zda se v poli A
- Setridéna data vedou na vyrazné jednodussi algoritmy, vyskytuje kazdy prvek pravé jednou.
,poradek musi byt"
- Predpoklady: ReSent hrubou silou - porovnavame vsechny dvojice prvka
1. data jsou uloZena v poli - tfidéni pole je snazsi nez tridéni dokud:
seznamu . . . o
2. pro tfidéni pouZijeme algoritmus se sloZitosti ©(n logn) - 1. nenajdeme dvojici stejnych prvku nebo
typicky QuickSort, MergeSort. 2. jsme otestovali vSechny dvojice prvkd.
- Vyuziti: geometricke algoritmy, grafové algoritmy, zravé . P . e
y _ 8 g v.8 g Y Casova slozZitost je v nejhorsim pfipadé ©(n?).
algoritmy.
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Jedinecnost prvki v poli Vypocet modu
Zadani
ALGORITHM  PresortElementUniqueness(A[0..n — 1]) Mame dano pole A s n prvky. Mame urcit, ktery prvek se v poli
/[Solves the element uniqueness problem by sorting the array first vyskytuje nejcastéji. Tento prvek se nazyva modus.

//Input: An array A[0..n — 1] of orderable elements
//Output: Returns “true” if A has no equal elements, “false” otherwise

st oo v 4 Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze v poli A existuje

fori < Oton—2do jen jeden modus.
if A[i]= A[i + 1] return false
return true Reseni hrubou silou

Pro kazdy prvek a; € A prohledame pomocny seznam L:

Casova slozitost algoritmu 1. pokud nalezneme shodu, inkrementujeme pfislusnou
cetnost,
T(n) =T, .(n)+T,,,(n) € ©(nlogn)+06(n)=0(nlogn) o = L
2. v opacném pripade vloZime prvek a; na konec seznamu
s cetnosti 1.
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Vypocet modu - casova slozitost reSeni hrubou silou Vypocet modu - predtridéni dat

- Nejhorsi pripad - vSechny prvky v poli A jsou rlizné.

- Pro @; musime provést i -1 porovnani s prvky v seznamu L, - Pokud pole A setfidime, budou shodné prvky v poli A vedle
nez pridame novy prvek na jeho konec. sebe.

- Pocet porovnani je tedy roven - Pro vypocet modu staci nalézt nejdelsi Gsek (angl. run)

N shodnych prvkd v A.

. 1 = . ..
C(n)=2 (i-1)=0+1+=+(n=1)=n(n-1) e 0(n’) - Casova slofitost
i=1
T(n) =T, .(n)+T,,,(n) € ©(nlogn)+06(n)=0(nlogn)

- Nalezeni maxima vyzaduje n - 1 porovnani, coz neovlivni
kvadratickou slozitost algoritmu.
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ALGORITHM  PresortMode(A[0..n — 1])

//Computes the mode of an array by sorting it first - Reseni hrubou silou vede na algoritmus vyZadujici n
//Input: An array A[0..n — 1] of orderable elements 2. ¢ 3 s = 2
porovnani v nejhorsim pripade.

//Output: The array’s mode
sort the array A - Po setfidéni pole, lze pouzit algoritmus plleni intervalu,
i <0 /lcurrent run begins at position i ktery vyzaduje |log, n| + 1 porovnani v nejhorsim pripadé.
modefrequency <0  //highest frequency seen so far
whilei <n —1do

runlength < 1; runvalue < A[i]

while i + runlength <n — 1 and A[i + runlength] = runvalue

runlength < runlength + 1

- Casova slozitost algoritmu potom bude
T(n) =T, .(n)+T,,,.(n) = O(nlogn)+06(logn) = B(nlogn),

Ziewvl 7 Zi ol Jvanim
o = Fedel e coz je vice nez slozitost sekvencniho vyhledavani!!!

modefrequency < runlength; modevalue < runvalue - Ale pro opakované vyhledavani se jiz vyplati pole A

i < i+ runlength setridit.
return modevalue
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [2], kapitola 6.1, strany 202 — 205

Strategie reseni transformuj a vyres

Gaussova eliminacni metoda

548/805

Gaussova eliminacni metoda - motivace Gaussova eliminacni metoda

Soustavu n linearnich rovnic o n neznamych

Soustavu dvou rovnic o dvou neznamych Ay X, + A Xy ++ A X, = b,
Ay  Xq + Qyp Xy #0040,y X =
- P 22772 2n"*n 2
a;x+a,y = b, i
a,.x+a,y = b
21 22 2
Ay Xg + QpyXp + o+ A, X, = by

lze reSit pomérné snadno - napriklad proménnou x vyjadrime

transformujeme na ekvivaletni soustavu rovnic, kde vSechny
jako funkci y, dosadime do druhé rovnice a rovnici vyresime.

koeficienty pod hlavni diagonalou jsou nulové

Problém y ! e+ q = b

Q34 Xq + QX + oo+ @y X, = by

rodi | = Y ? nv ] 7 1

Jak Fedit soustavu n rovnic o n neznamych? Stejnym Xy + -+ Ay X = b
zpusobem?

anan = bn
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Gaussova eliminacni metoda - maticovy zapis Gaussova eliminacni metoda - vyhody zmény reprezentace

Soustavu danou horni trojuhelnikovou matici lze snadno resit

A% =D ARz pomoci zpétné substituce:
kde 1. Z rovnice
a;; Qq aq, 211 a,. X, = bn
a a - y .
A=|"21 722 it b=|"2 vypoteme neznamou x,..
' ' 2. Hodnotu neznamé x, dosadime do rovnice
an1 an2 ann bn1 n
a X ,+a . x =b
’ ' ’ n-1n-1"n-1 n-1n"'n n-1
Ay QA o Ay b,
A = 0 a, ~ ay, b = b, a vypocteme neznamou x,,_,.
: : 3. Takto postupujeme dale az k vypoCtu nezname x,.
0 0 - a b

. . i Slozitost tohoto algoritmu je @(n?).
A’ se nazyva horni trojuhelnikova matice.
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Gaussova eliminacni metoda - elementarni operace Gaussova eliminacni metoda - transformace matice

1. Zvolime a,, jako pivot a ,vynulujeme” vSechny koeficienty

Matici soustavy A prevedeme na horni trojahelnikovou matici v prvnim sloupci, krome ay.

A’ pomoci elementarnich operaci: Olog Gy o= @
2. . . a a - a
- zdména dvou rovnic v soustave, el te e oA
: vy.nasobe.m rovnice nenulovy.r.n koeﬁC|'entem a o a, a, a,,
- pricteni ¢i odecteni nasobku jiné rovnice k dane rovnici, tj. c . . . ay, -
L , B . Vynulovani” — od druhé rovnice odecteme -2 nasobek
linearni kombinace s jinou rovnici. 20
prvni rovnice, od treti rovnice odecteme aﬁ nasobek prvni
Elementarni operace neméni reSeni soustavy rovnic — R 1
transformovana soustava ma stejné reseni jako plvodni

2. Zvolime a,, jako pivot a opakujeme stejny postup.
soustava. 3
Poznamka

Zmeény provadime pochopitelné i pro vektor pravych stran b.
553/805 554/805



Gaussova eliminacni metoda - priklad Gaussova eliminacni metoda - priklad (pokrac.)

Dopredna eliminace

Méjme soustavu rovnic . . 4 - o
Od druhéeho radku odecteme > nasobek prvniho radku, od

2X, =X, + Xy = 1 tretiho fadku odecteme % nasobek prvniho fadku
X, + Xy =Xy = 2 21 111
X+ X+ X3 = 0 0 3 -3|3
3 1.3
03 2172

Rozsirena matice soustavy Od tretiho radku odectem % = % nasobek druhého radku
2 -1 111
1 -1ls 2 -1 1|1
11 110 0 3 -3|3
0 0 2|-2
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Gaussova eliminacni metoda - priklad (pokrac.) Gaussova eliminacni metoda - dopredna eliminace

Vstup : Matice A typu n xn a sloupcovy vektor b
Zpétna substituce dimenze n
Vystup: Ekvivalentni trojuhelnikova matice A a vektor b
1 fori «1ton-1do

X; = £=_1 2 forj « i+1tondo
2 .. ..
3 temp « Alj,il/Ali,i];
X, = 3-(3)% =3'('3)('1)=0 4 for k « i tondo
3 3 . ) : _
o (I, 1 (1) 5 | AU, K] « ALj, k] - Ali, k] * temp;
X, = 5 === 1 6 end
7 blj] « b[j]1- b[i] * temp;
8 end
9 end
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Gaussova eliminacni metoda - dopredna eliminace Gaussova eliminacni metoda - castecné pivotovani

ALGORITHM  BetterForwardElimination(A[l..n, 1..n], b[1..n])

/Implements Gaussian elimination with partial pivoting
/Mnput: Matrix A[1..n, 1..n] and column-vector b[1..n]

Castecné pivotovani //Output: An equivalent upper-triangular matrix in place of A and the

/lcorresponding right-hand side values in place of the (n + 1)st column

- V algoritmu dopredné eliminace je chyba. Pokud a;; = 0, fori < 1ton do A[i, n + 1] < b[i] //appends b to A as the last column
tak dojde k déleni nulou. fori < 1ton —1do

pivotrow <—1i
for j < i+ 1tondo
tak, aby a; # 0. if |A[j, i]| > |A[pivotrow, i]| pivotrow <« j

- Lze soudasné fesit i pfipadné zaokrouhlovaci chyby - pivot Bl =P 0D 100

. 5 . . . swap(Ali, k], A[pivotrow, k])
volime tak, aby byl ze vsech prvku a;; az a,; v absolutni for j < i+ 1ton do

hodnoté nejvétsi. temp < A[j, i]/ A[i, i]
fork < iton+1do
Alj, k] < A[J, k] — A[i, k] * temp

- Problém lze feSit vyménou rovnic (elementarni operace)

559/805 560/805

Gaussova eliminacni metoda - casova slozZitost Gaussova eliminacni metoda - ¢asova slozitost (pokrac.)

- Velikost vstupu — pocet rovnic v soustave, tj. rozmer
matice n.

- Zakladni operace — aritmetické operace, z historickych
ddvodd nasobeni. V nejvnitfnéjsim cyklu pocet nasobeni
odpovida poctu odcitani, jde jen o nasobek konstantou 2.

- Bude nas zajimat pocet nasobeni C(n) v zavislosti na
cisle n.
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Gaussova eliminacni metoda - ¢asova slozitost (pokrac.)

Gaussova eliminacni metoda - ¢asova slozitost (pokrac.)

Z posledniho sloupce je vidét, Ze jde o soucet rady

n-1
1:242-3+=4(n=2)(n-1)+(n-Dn="> [(I+1)
[=1

n-1 n-1 n-1
DUt+1) = > P>
(=1 =1 =1
- Lan-1@n-1)+tnmn-1)
6 2
1.3 1 5 1 15 1
AR Y
- 1l
3" 73
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LU-rozklad matice

Méjme matici A soustavy linearnich rovnic z predchoziho

prikladu
2 -1 1
A=l4 1 -1
1T 1 1
Dale uvazujme dvé matice:
1T 00 2 -1 1
L= 10 U={0 3 -3
1 0 0 2

Koeficienty z Gaussovy Vysledek Gaussovy
eliminace eliminace

565/805

A tedy

B B L .
C(n)-3n 3N=3m €

Protoze slozitost zpétné substituce je ©(n?), je sloZitost celé
Gaussovy eliminacni metody
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LU-rozklad matice

Definice

Méjme A regularni ¢tvercovou matici s prvky z R, u které neni
tfeba pri Gaussové eliminaci prohazovat radky. Pak existuji
regularni matice L a U, které jsou urceny jednoznacné a plati

pro né nasledujici tvrzeni
A=LU,

kde L je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na celé
hlavni diagonale a U horni trojuhelnikova matice
s nenulovymi prvky na hlavni diagonale.
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Re3eni soustavy rovnic LU-rozkladem Re3eni soustavy rovnic LU-rozkladem, priklad

Méjme soustavu linearnich rovnic .. :
Méjme soustavu rovnic

AX=b
Matici A nahradime jejim LU rozkladem 2% =X+ X3 = 1
5 4x, + X, - X
LUx=b LA
X, +Xy,+X; = 0

Dale oznacme soucin UX = y. Po dosazeni dostavame soustavu
rovnic
Ly=>b

Tuto soustavu muzZeme snadno vyresit, protoze L je dolni

Provedeme LU-rozklad matice soustavy A

trojahelnikova matice. A nakonec miizeme lehce vyFesit 2 -1 1 10 0\/2 -1 1
i soustavu A=|4 1 -1]= % 1 ojfo 3 -3
U¥ = 9’ 1 1 1 5 3 1/\0 0 2
protoze U je horni trojuhelnikova matice.
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Re3eni soustavy rovnic LU-rozkladem, pfiklad (pokrac.) Re3eni soustavy rovnic LU-rozkladem, pfiklad (pokrac.)

Nasledné vyreSime soustavu UX = y
Nejprve budeme fesit soustavu Ly = b

2 -1 1\ (x| (1
10 0\/y,\ [1 0 3 -3|x]=1]3
2 1 0||ly,]=]5 0 0 2/\x/ \-2
1 1
> 2 U\ 0
-2
Xy = —=-1
o (O, 3- (3
b o 5oy =t PP L )
1 1
y; = 0_§y1_§y2:_2 P 1_X3_(_1)X2_1_(_1)_1
T 2 2
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LU-rozklad matice, poznamky

-V praxi se pro reseni soustav linearnich rovnic pouziva
pravé LU-rozklad.

- Pomoci LU-rozkladu lze efektivné reSit vice soustav rovnic
se shodnou matici soustavy.

- Matice L a U lze ulozZit spolecné v jedné ,matici“ -

z matice L ukladame jen prvky pod diagonalou. Proc?

- Pokud je nutné v matici A nutno provést castecné
pivotovani, tj. prohazovat radky, pak ma rozklad tvar

PA=LU

a odtud
A =P'LU,

kde P je permutacni matice.
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Permutacni matice, priklad

0010
C 2 3 ﬂ 0100
m= < R_=
32 41 1o 0 0 1
1000
) )
0 0 0 1
c (0T ool L o C 2 3 ﬂ
11 000 4 2 1 3
0010
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Permutacni matice

- Reprezentuje permutaci n prvk( jako matici

- Ctvercova binarni matice radu n, v kazdém radku a sloupci
je jedna 1, zbytek 0
- Pro kazdou permutacni matici P plati:
- soucin zleva, PM, vede k permutaci radkd matice M, kde
M je matice s n radky
- soucin zprava, MP, vede k permutaci sloupct matice M,
kde M je matice s n sloupci
- P je ortogonalni, tj. inverzni matice je rovna matici
transponované, P! = PT
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Inverzni matice

Definice
Ke kazde regularni Ctvercové matici A radu n existuje prave
jedna ¢tvercova matice A~ fadu n takova, ze

AAT=ATA=L
Matice A~ se nazyva inverzni matice k matici A.

Matice bez inverze se nazyvaji singularni.

Inverzni matice - obdoba prevraceného cisla u racionalnich i
realnych cisel; srovnej feseni linearni rovnice a soustavy
linearnich rovnic

ax=>b AR
X

x=b=aTb
a

b
A b
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Vypocet inverzni matice Determinant matice

Definice
Determinant Ctvercové matice A radu n definujeme
a1 Aqy Ain\ (X171 X192 X1n 10 ..0 ofedpisem )
ay, Gy An | %21 X2 Xpn|_ (01T . O
o ' o ' : detA = Zo(p)a a, -a
1p, 7 2p np,?
A, Ay o Q[ \X1 X5 e X, 00 .1 pep, 1o n
Musime reSit n soustav linearnich rovnic o n neznamych se kde
stejnou matici A
AW =@ - P je mnozina vsech permutaci cisel {1,...,n} a
?

- o(p) = (-1)° je znaménko permutace, s oznacuje pocet

kde ¥ resp. & je j-ty sloupcovy vektor matice A resp. I. . 3 )
P- €18 )Y peovy P Inverzi v permutacl p.

Vyuzijeme LU rozklad

LU =& Determinant det A zapisujeme i jako |A].
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Vypocet determinantl matic radu 1,2 a 3 Vypocet determinantl matic vysSich radi
|a11| = Oy . . . - .. .
- Vypocet podle definice vyzaduje secist n! soucinu prvku
a, a, matice.
= a,,a,,-0a,.a . » : o
a,, a,, 11722 F21712 - Opét lze vyuzit, lehce modifikovanou, Gaussovu eliminaci
a upravit matici na horni trojuhelnikovou. Plati véta, Ze
a1 Gy Qg3 determinant horni (dolni) trojahelnikové matice je roven
Uy U o) = gy Ul Leg v Bty soucinu prvkd na jeji diagonale.
a,, a,, a : coe e e . .
31 732 733 - Determinanty vyssich radu tak, lze pocitat s kubickou
=Q4305503q = Aq103303; = Q15051055 )

Posledni vzorec je znam také jako tzv. Sarrusovo pravidlo.
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Vypocet determinantl matic vyssich radl - priklad

3 6 -9 1 2 -3 1 2 -3 1 2 -3
4 8 101 = 3|4 8 10/=3|0 0 22{=-3|0 3 11
2 7 5 2 7 5 0 3 1 0 0 22
= -3-66=-198
Poznamka

Tento vypocet slouzi pouze pro ukazku, determinant matice
radu 3 lze pochopitelné pocitat pfimo vzorcem.

579/805

Zdroje pro samostatneé studium

- Kniha [2], kapitola 6.2, strany 208 - 216

- Kniha [3], kapitoly 281 a 28.2, strany 819 - 838
- Kniha [5], kapitoly 12 a 13, strany 133 - 163

- Kniha [6], kapitoly 1.3 a 1.4, strany 24 — 36
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Cramerovo pravidlo

ReSeni soustavy rovnic AX = b lze vyjadrit jako
detA, detA; detA,
detA """ detA' detA’

X =

kde A; je matice, ktera vznikne zaménou i-tého sloupce matice
A za vektor pravych stran b.

Slozitost algoritmu

- Wpocet determinantu fadu n lze zvladnout v case O(n3).
- Musime vypocitat n determinantd matic A; a jeden
determinant matice A, celkem tedy n + 1 determinant(.

- Celkova slozitost vypocCtu feseni soustavy rovnic
Cramerovym pravidlem ma sloZitost O(n*).
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Strategie reSeni transformuj a vyres

Vyvazené vyhledavaci stromy



Binarni vyhledavaci stromy - pripomenuti Vyvazené vyhledavaci stromy

- Fundamentalni datova struktura pro implementaci Mozna reseni nejhorsiho pripadu:
mnozin, slovniky atd.

- Kazdy uzel obsahuje jeden kli¢; nad kli¢i musi byt Aktivni opatFeni

definovano usporadani. - transformace na vyvazeny binarni strom pomoci rotaci

- Pro kazdy uzel plati, ze v3echny klice v levém podstromu - rizné definice vyvazenosti
J:SOU mvenéi nei/kvlié \i dfmém uzlu a v pravém podstromu B sty e e-Ea T STy, Sply ST
jsou vsechny klice vetsi.

- Primérna Casova slozitost hledani, vkladani a mazani uzll Zména reprezentace
je ©(log, n).

L . , . - vice klicd v jednom uzlu,
- Nejhorsi pripad je ale stale ©(n) — strom degeneruje na J

+ 2-3 stromy, 2-3-4 stromy, B-stromy.

seznam.
582/805 583/805
AVL stromy AVL stromy - priklad
Autori
- Georgij Maximovic Adelson-Velskij a
- Jevgenij Michajlovic¢ Landis AVL strom Toto neni AVL strom

Poprvé publikovano v roce 1962.

Definice

Faktorem vyvazenosti uzlu u nazyvame rozdil vysek jeho
levého a praveho podstromu. Vysku prazdného stromu
definujeme jako -1.

Definice
Binarni vyhledavaci strom nazyvame AVL stromem tehdy
a jen tehdy, je-li faktor vyvazenosti pro kazdy uzel ve stromu

bud -1, 0 nebo +1.
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R-rotace
- VloZeni nového uzlu, resp. smazani existujiciho, mize

zpUsobit nevyvazenost AVL stromu.

- Vyvazenost je nutné po kazdé takové operaci obnovit.
- Vyvazenost se obnovuje pomoci rotaci.

- Rotace je lokalni transformace stromu v téch uzlech, kde
faktor vyvazenosti dosahne hodnoty -2 nebo 2.

- Pokud je takovych uzld vice, zaciname vzdy uzlem na
nejnizsi Grovni (co nejblize k listdm stromu).
A postupujeme vzhlru ke kofeni stromu.

- Existuji celkem Ctyri rotace — dvé dvojice navzajem
zrcadlové symetrickych rotaci.

RL-rotace

Dvojité rotace AVL stromy - obecné schéma R-rotace
2

LR-rotace
0
— () o O o
(») © (D
(A)

e d OF
o ® ©
o
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AVL stromy — obecné schéma LR-rotace AVL stromy - vlastnosti rotaci

- Konstantni ¢asova slozitost — presunuji se pouze ukazatele
mezi uzly, ne data.

- Rotace zachovavaji usporadani klict ve stromu - po
dokonceni rotace jsou ,vlevo“ vzdy mensi klice, ,vpravo”

vzdy vetsi.

591/805
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AVL stromy — postupna konstrukce stromu AVL stromy - postupna konstrukce stromu (pokrac.)

Vlozeni 6
Vlozeni 5 71

0 Vlozeni 3
(5) i

0
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AVL stromy - postupna konstrukce stromu (pokrac.) AVL stromy - postupna konstrukce stromu (pokrac.)

Vlozeni 2 Vlozeni 4

R(5) LR(6)
ﬁ
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AVL stromy - postupna konstrukce stromu (pokrac.) AVL stromy - vlastnosti
Vlozeni 7 - Vyska AVL stromu s n uzly je ohranicena

|log, n| < h < 1.4405 log,(n + 2) - 1.3277

RL(6) - Operace vyhledavani a vkladani tedy probihaji se slozitosti
O(log, n) i v nejhorSim pripade.

- Primérna vyska AVL stromu sestrojeného z nahodné
posloupnosti n klicl je 1.01 log, n +0.1.

- Smazani uzlu je komplikovangjsi, ale stale spada do
logaritmické tridy slozitosti.

- Nevyhody - velké mnozstvi rotaci pfi vyvazovani stromu.
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2-3 stromy 2-3 stromy - druhy uzl(

2-uzel 3-uzel

UNDER <R k<
CONSTRUCTION
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Konstrukce 2-3 stromu z posloupnosti 9, 5, 8, 3, 2, 4, 7 Konstrukce 2-3 stromu z posloupnosti 9, 5, 8, 3, 2, 4, 7 (pokrac.)

@ee OJEDIO :eee
=% B

|
8
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [2], kapitola 6.3, strany 218 — 225
- Kniha [7], kapitoly 4.4.6, 447 a 44.8, strany 296 — 310

Strategie reseni transformuj a vyres

Halda a tridéni haldou

602/805

Halda (Heap) Halda - rozliseni terminologie

Halda - castecCné setfidéna datova struktura, zvlasté
vhodna pro implementaci prioritni fronty.
Prioritni fronta - datova struktura chapana jako multimnozina,

kde prvky jsou fazeny podle priority a podporujici Pojem halda se v informatice pouziva pro oznaceni:

operace:
- nalezeni prvku s nejvyssi prioritou, - datové struktury a

- vlozeni nového prvku do fronty.
Vyuziti prioritni fronty :
- planovani tloh v 0S
- grafovych algoritmech napr. Prim0y, Dijkstriv
atd.
- tfidéni haldou - HeapSort
- a dalSich...

V dalSim vykladu se budeme zabyvat haldou vyhradné jako
datovou strukturou.
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Halda
Definice @
Haldu definujeme jako binarni strom s jednim klicem Ne kazdy binarni strom je
v kazdém uzlu, ktery spliuje nasledujici dvé vlastnosti: e e haldou!
1. kompletnost, tj. vSechna patra stromu jsou zaplnéna,
s vyjimkou posledniho. V poslednim patfe miiZe zprava e e a

chybét nekolik listu a Toto nejsou haldy - pro¢?

2. rodicovska dominance, tj. klic v kazdém uzlu je vzdy vétsi
nebo roven nez klice ve vsech jeho potomcich. V listech je @ @
libovolny kli¢ vzdy bran jako vétsi nez klice v neexistujicich
potomcich. e 0 e 0
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Halda - dalsi vlastnosti Halda - reprezentace v poli

V poli haldu ukladame smérem od korene k listiim a zleva

Pro vSechny haldy lze dokazat, Ze: dopraE: Holom:

. 1. vnitini uzly - prvnich | 2|, listy zbyvajicich (2],
1. Klice na kazdé cesté z korene do listu tvori nerostouci =k lZJ AE [2]

posloupnost. Jinak mezi kli¢i nejsou zadné vztahy, napr.
mensi klice v levém podstromu nez v pravém atd.

2. potomci uzlu na pozici i, kde 1<i < ng se nachazi na
pozicich 2i a 2i + 1. A naopak rodi¢ uzlu na pozici j, pro

e . L 2 <j < n, se nachazi na pozici [’—J
2. Pro n klicu existuje pouze jeden Uplny binarni strom. Jeho 2

vyska je [log, n|. Poznamka
3. Nejvétsi kli¢ je vzdy v kofeni haldy. Haldu lze definovat jako pole H[1...n] ve kterem pro kazdy

4. Kazdy uzel v haldé je vzdy korenem haldy tvorené timto prvek na indexu I platl

uzlem a jeho potomky. HIi1 2 max{H[2i], H[2i + 1]}

pro vSechna i = 1,...,[%].
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Halda - reprezentace v poli, priklad Konstrukce haldy

Haldu lze kostruovat dvéma zpusoby:

1. zdola nahoru a

2. shora dold.

index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
kic [10]8[7]5]2]1]6]3][5] 1]

vnitrni uzly listy
609/805 610/805
Konstrukce haldy zdola nahoru - priklad Konstrukce haldy zdola nahoru - priklad (pokrac.)
Krok 2

Vychozi stav haldy

Krok 1 Krok 3a

— AP A
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Konstrukce haldy zdola nahoru - priklad (pokrac.) Konstrukce haldy zdola nahoru

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole, i koren budované haldy
Krok 3b Vystup: Halda s korenem na indexu i

e e procedure Heapify(A, n,i)

1
2 largest « i;
ﬁ e e 3 [« 2%+ 1,
a e 4 re2%i+2;
@>/ 9 @ e e e 5 if [<nAA[l]>A[largest] then largest « [;
6
7
8
9

Hotova halda if r <n AA[r] > Allargest] then largest « r;
if largest # i then

Swap (A[i], A[largest]);

Heapify (A, n, largest);

10 end

1 end
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Konstrukce haldy zdola nahoru Konstrukce haldy zdola nahoru - ¢asova sloZitost

Pro jednoduchost pfedpokladejme, 7e n = 2% - 1, tj. halda tvofi
Uplny binarni strom.

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole
Vystup: Halda v poli A Vyska haldy je pak h = [log, n|, coZ lze psat jako
1 procedure MakeHeap (A, n)
fori « [%J -1 downto 0 do
‘ Heapify (A, n, i)
4 end
5 end

[log,(n +1)] - 1

[log,(2% -1+ 1)]-1

[log,(27)] - 1
k-1

N
1

w
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Konstrukce haldy zdola nahoru - ¢asova slozitost (pokrac.) Konstrukce haldy zdola nahoru - ¢asova slozitost (pokrac.)

Poznamka

Vyraz [log,(n + 1)] lze interpretovat jako ,vy3ka haldy s n +1
prvky“. Predpokladali jsme Uplny binarni strom = strom

s n + 1prvky ma urcité o jednu Uroven vice nez strom s n
prvky.

Kazdy klic z Grovné i se bude pfi konstrukci haldy, v nejhorsi
pripadé, posunovat az do listu, tj. na droven h.
Posun o jednu Groven vyZzaduje dvé porovnani:

1. nalezeni vétSiho z obou potomki a

2. test, zda je nutna vyména s rodicem.
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Konstrukce haldy zdola nahoru - ¢asova slozitost (pokrac.) Konstrukce haldy shora doll
Poznamka - Opakované vkladani nového klice do jiz existujici haldy.
V odvozeni jsme pouzili vzorce: 1. Novy kli¢ vloZime na konec haldy.
) 2. Novy kli¢ porovname s rodicem a pfipadné novy klic
Z 2 = N+l _q presuneme o patro vys.
- 3. Takto postupujeme dokud nenarazime na vétsiho rodice
a nebo dojdeme do kofene haldy.

> 2l = 1.242:224 402" =(n-1)2"" 42

* Vyska haldy s n prvky je = log, n, tudiz slozitost vlozeni
i=1

klice do haldy je O(logn).

- Konstrukce shora dold je tedy slozitéjsi nez zdola nahoru.
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Konstrukce haldy shora dolu - priklad Konstrukce haldy shora dolu - priklad (pokrac.)

Vychozi stav hald
/ / Krok 2a — porovnani klice 10 s rodicem

(9) () (5)
(%) ) (6) (5) — (5) (10)
@D @ (0 @) &0 @
2) &)@

Krok 2b - porovnani klice 10 s rodicem
Krok 1 - vlozeni klice 10 na konec haldy (o) @

ee:ee — oe:ee@ eee _> oeo eae
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Odstranéni nejvétsiho klice z haldy Odstranéni nejvétsiho klice z haldy - slozZitost algoritmu

Princip algoritmu:

1. Vyména klice v koreni s klicem na konci haldy.
- Pocet porovnani nutnych pro obnoveni haldy je Gmérny

2. Zmenseni haldy o jedna. . ) s . .
vysce haldy - ,posunujeme” klic z korene po patrech dolu.

3. Obnova haldy - otestovat, zda je kli¢ v rodici vétsi nez
klice v obou potomcich a pripadné provést vymeénu.
Postup opakovat dokud nebude rodicovsky klic vétsi nez
klice v potomcich.

- Porovnavame vzdy rodice s obéma potomky — musime
najit nejvétsiho z dané trojice.

- Vyska haldy je h = log, n, poCet porovnani nebude tedy
Vetsi nez 2h.

Poznamka

Principialng, lze z haldy odebrat jakykoliv klic. Ale tato

operace nema prakticky vyznam.

- Slozitost algoritmu je tedy O(log n).
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Odstranéni nejvétsiho klic¢e z haldy - priklad

Odstranéni nejvétsiho klice z haldy - priklad (pokrac.)

Vychozi stav haldy Krok 2 - odstranéni posledniho uzlu

-

Krok 3 — obnoveni haldy

(1)
(8) (6)
2 ©
Krok 1 - zaména korene s poslednim prvkem a 6
(5 0 .
(8) (5) (8) (5) oo oo
2 ©Q
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Tridéni haldou - HeapSort Tridéni haldou - HeapSort
Vstup : Pole s definovanym usporadanim

na prvcich pole
Vystup: Setfidéné pole A
1 procedure HeapSort(A, n)
2 MakeHeap (A, n);
Odstranéni maxima : (n - 1)-krat je aplikovan algoritmus pro 3 fori < n-1downto 0 do
odstranéni nejvétsiho klice z, postupné se “ Swap (A[0], A[i]);
zmensujici, haldy. 5 Heapify (A i, 0);

Algoritmus pracuje ve dvou fazich:

Konstrukce haldy : pro dané pole je sestavena halda.

6 end
7 end
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Tridéni haldou - slozitost algoritmu Tridéni haldou - slozitost algoritmu (pokrac.)

- Slozitost prvni faze je O(n).

- Ve druhé fazi postupné odstranujeme nejvetsi klic z haldy

o klesajici velikosti n,n - 1,..., 2. PoCet porovnani C(n) je * Pro obé faze dostavame O(n) + O(n logn) = O(n log n).

- Dalsi analyzou slozitosti lze dokazat, Ze stejna slozitost

C(n) = 2|logy(n-1)|+2]log,(n -2)]+~ +2]log, 1] plati i pro primérny pripad. Tedy ©(n log n).
< 9 E log, i - Tridéni haldou je srovnatelné s tfidénim slévanim.
i=1 -V praxi je vSak pomalejsi nez QuickSort.

IN

n-1
2 Z log,(n - 1) =2(n-1)log,(n-1) < 2nlog,n
i=1

Plati tedy C(n) € O(n logn).
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Zdroje pro samostatneé studium

- Kniha [2], kapitola 6.4, strany 226 — 232
- Kniha [3], kapitoly 61 az 6.4, strany 161 - 172

Strategie reseni transformuj a vyres

Hornerovo schéma
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Hodnota polynomu v bodé Taylortv rozvoj funkce y = f(x)

Zadani
Mame dan polynom

(0=ax"+a X" +wrax+a Funkci f(x), ktera ma v bodé a konecneé derivace do fadu n + 1
pix)=an n-1 1 0 lze, v okoli bodu a, psat jako rozvoj
Nasim ukolem je vypocitat hodnotu polynomu p(x) v bode x,,. I " (n)
a) f"(a) f"(a) f,
00 = Fa)+ D0y e Dyt LoDy 1S 0

Motivace . .. -
Pro a = 0 se rozvoj nazyva Maclaurinuyv

- Polynomy se vyuzivaji pro aproximaci funkci aneb

1. Jak procesor vypocte hodnotu funkce sin(x)? ) £ ), f™(0) n of0
2. Kde se vzaly hodnoty funkce sin(x) v matematickych f(x) = £(0) + Xt Xt X + Rnba(x)
tabulkach?
Pomoci Taylorova rozvoje funkce, coz je polynom!
- Rychla Fourierova trasformace
632/805 633/805
TaylorGv rozvoj funkce y = sin(x) v bodé 0 TaylorGv rozvoj funkce y = sin(x) v bodé 0
10
. . sin’(0)  sin”(0 sin™(0 i
sin(x) = sin(0) + ( )x + ( )x2 +oe ( )x” + R,S,'P{O(x) 5 . ,
1! 2! n! Tayloruv rozvoj:
Derivace stupné 1
sin0 = cos0 = 1 sin? 0 =-sin0=0 0
sin®0=-cos0=-1 sin“0=sin0=0 stupn?S
_ stupné 7
sin(x) =0+ LISV Rl 9 SV Rt (x) -5
1! 2! 3! 4! .
stupné 11
Aproximace polynomem 13-tého stupné -10 SIS 12
sam 3p M _1lp 0 lp Mo 35 2m
) X3 X5 X7 X9 X11 X13 2 2 2 D
Sin(X) > X -+ S-S+ o7 - T Y1

3t 50 7t 9t 11 13!

Funkce y = sin(x) je zobrazena cerneé.
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TaylorQv rozvoj funkce y = sin(x) stupné 13 v bodé 0 TaylorQv rozvoj funkce y = sin(x) v bodé 0, chyba aproximace

1
0.5 .
1 I |
0 I |
0 [ |
-05 ¢ .
-1+ |
_1 1 n’ 6 1 Tr _2 ‘
) 2 _1 0 1
2 2" 27T
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Tabulky hodnot funkci Charles Babbage - Difference Engine

Difference Engine

- Taylorovym rozvojem lze
aproximovat hodnotu
pozadovaneé funkce
a sestavit tabulky.

- prvni programovatelny pocitac na Charles Babbage

sveté (1791 - 1871)
- 1819 - zahajeni praci =

- Rucni vypocet — narocne T2 GO (O] 2

a zatizeno obrovskym
mnozstvim chyb.

- 1823 - zahajeny prace na velkém
stroji

- Prilomova myslenka - - 1833 - preruseni praci
k numerickym vypoctiim - 1842 - ukonceni vladni podpory, na
neni nutna inteligence! projekt vynalozeno 17 tisic liber,

Lze je provadét strojoveé! stroj nebyl nikdy dokoncen
- 1991 - funkeni replika!
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Difference Engine Difference Engine

s A==

TR e
(11=1rf H\"*“..}' -
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Prvni programator na svété?! Hornerovo schéma - transformace

Zakladni myslenka:
Augusta Ada King, hrabénka z Lovelace
(1815 - 1852)
Programatorka Analytical Engine,
(Babbage 1837), coz byl prvni obecné
pouzitelny turingovsky Uplny pocitac.

- transformace polynomu na jiny tvar,
- postupné vytykame z ¢asti polynomu proménnou x.

2 n-1 n
p(x) Qo+ A X + Ay X" + - +a, X" +a X

- n-2 n-1
= ay+x(a, +ax+-~+a, X" +a x"")

= a,+ x(a1 ex(ay+ra_x"34 anx”'z))

= ay+ x(a1 + x(a2 ++x(a, ,+a,x).. ))

Ze tato rovnost plati, je snadno vidét postupnym roznasobenim
vSech zavorek.
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Hornerovo schéma - vypocet Hornerovo schéma - vypocet (pokrac.)

Hodnotu p(x,) pocitame ,z vnitrku“ zavorek, postupné

pocitame hodnoty b. ) o o
: a postupnym dosazovanim za b; dostavame

b, = a,
4 = a. ., +b x p(xg) = ag+ Xo(a1 * Xo(az + oot X0 g+ D Xo) e ))
. = a,,+b_.x
n-2 n-z 1o p(xy) = a5+ Xo(a1 * Xo(az Foek Xo(bn-1)"'))
b, = a,+b,x, P(xp) = ag*Xo(by)
p(Xo) = bo
Hodnota b, je pak rovna p(x,), nebot
p(x,) = ag + Xo(a1 * Xo(az +oe X[, + A %) e ))
644/805 645/805

Hornerovo schéma - rucni vypocet Hornerovo schéma

Vypoctéte hodnotu polynomu p(x) = 2x3 - 6x% + 2x - 1 v bodé

Xg=3.
X, 3 x2 x! X0 ALGORITHM Horner(P[0..n], x)
3 2> 6 2 -1 /[Evaluates a polynomial at a given point by Horner’s rule
//Input: An array P[0..n] of coefficients of a polynomial of degree n,
b U ¢ I stored from the lowest to the highest and a number x
2 0 2 //Output: The value of the polynomial at x
p < P[n]

Bézny vypocet
y vyp fori < n — 1 downto 0 do
p < x*p+ P[i]
return p

p(3) = 2x33-6x32+2x3-1
= 2x27-6x9+2x3-1
= 54-54+6-1=
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Hornerovo schéma - Casova slozitost algoritmu

Je zfejmé, Ze pocet nasobeni M(n) a pocet scitani A(n) je roven
n-1
M(n)=A(n)=> 1=ne€0(n)
i=0

Vypocet hrubou silou
Jen pro vypocet a, x" je zapotrebi:

- n -1 nasobeni pro vypocet mocniny

- 1 nasobeni pro vynasobeni a,.

Za shodny pocet nasobeni zvladne Horner(v algoritmus
vypocitat i zbyvajicich n - 1 ¢lend polynomu!!!
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Strategie reSeni transformuj a vyres

Redukce problému

Zdroje pro samostatné studium

Kniha [2], kapitola 6.5, strany 234 — 239
Kniha [3], kapitola 30.1, strany 879 - 880

649/805

Redukce problému

Smyslem redukce je prevedeni feSeného problému na problém
jiny, ktery umime vyresit.

Postup redukce

1.

Problém 1 - to, co chceme resit

2. Redukce Problému 1 na Problém 2
3. Problém 2 - fesitelny algoritmem A
4,

5. ReSeni Problému 2

Provedeni algoritmu A
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Nejmensi spolecny nasobek

Nejmensi spolecny nasobek lcm(m, n) dvou prirozenych cisel
m a n definujeme jako nejmensi pfirozené Cislo, které je
délitelné m a n zaroven.

Redeni pomoci prvodiselného rozkladu

24 = 23.37
60 22.31.57
lcm(24,60) = 23.37.57=120

ReSeni pomoci nejvétsiho spolecného délitele
Lze dokazat, ze
mn
ged(m, n)
gcd(m, n) lze vypocitat, efektivnim, Euklidovym algoritmem.

lcm(m,n) =

651/805

Redukce optimalizacnich problém{

Maximalizacni problém - nalezeni maxima funkce f(x)
Minimaliza¢ni problém - nalezeni minima funkce f(x)
Jak resit situaci?

- Mame minimalizovat funkci f(x), ale

- k dispozici mame pouze maximalizacni algoritmus.

Lze vyuzit maximalizacni algoritmus pro minimalizacni
problém? Pfipadné naopak?
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Pocet sledt v grafu

Zadani: Vypocitat pocet sled(i mezi dvojicemi vrcholl v daném
grafu G.

Reeni: Lze dokazat, Ze pocet rliznych sledd délky k mezi
vrcholy i a j je roven prvku a; matice AR kde A je matice
sousednosti grafu G.

ab c d ab cd
e @ afo 1 1 1 af3 0 1 1
A P[00 0}, bO T 1
“c|l1 0 0 1 Tl 1 201
(O)—(a) d\1 0 1 0 d\1 1 1 2
Z a do avedou tfisledy delky2:a-b-a,a-c-a,a-d-a
Z a do c vede jeden sled délky 2:a-d - ¢
652/805
Redukce optimalizacnich problém{
y
minf(x) = -max| - f(x)]
maxf(x) = -min[-f(x)]
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Koza, vlk a zeli Koza, vlk a zeli - stavovy prostor

- Na brehu reky je prevoznik, koza, vik a zeli.

- Prevoznik ma prevézt kozu, vika a zeli na druhy breh
pomoci lodky.

- Na lodku se, mimo prevoznika, vejde nejvyse jedna Stav - reprezentuje obsazeni obou biehd oddélenych
z prevazenych entit. fekou, napf. Pkv||z

- Na stejném brehu se nesmi bez prevoznikova dozoru Prechod mezi stavy - cesta z jednoho brehu reky na druhy,
ocitnout dvojice (koza, zeli) a (vlk, koza). s pfipadnym prevozem

- Ukolem je sestavit plan prevozu nebo dokazat, Ze feseni
neexistuje.

Nejstarsi pisemna podoba Ulohy pochazi z 9. stoleti...
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Koza, vlk a zeli - graf stavoveho prostoru Zdroje pro samostatneé studium

- Kniha [2], kapitola 6.6, strany 240 — 248

ReSeni problému - nalezeni orientované cesty z pocatecniho
stavu do koncového stavu pruchodem do Sirky. 657/805 658/805



Dékuji za pozornost

Zaména pamétoveé a casove slozitosti

B-stromy

VSB TECHNICKA
” ” UNIVERZITA
[I" osTRAVA

FAKULTA
ELEKTROTECHNIKY
A INFORMATIKY

KATEDRA
INFORMATIKY

Zaména pamétové a Casove slozitosti

doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D.

Katedra informatiky
Fakulta elektrotechniky a informatiky
VSB - TU Ostrava
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B-stromy — motivace

- Zpracovani velkého mnozstvi strukturovanych zaznamd
(Ize je identifikovat jednoznacnym klicem), které presahuje
dostupnou operacni pamét.

- Data musi byt ulozena ve vngjsi paméti, tzv. ,na disku®,

- Disk nabizi jen sekvencni soubor.

- Hledame datovou strukturu, ktera umozni v takovém
souboru efektivné vyhledavat, vkladat a mazat zaznamy.

- Odpovédi je zaména pamétové slozitosti za casovou, jinak
feceno zvySime pamétovou slozitost (obétujeme extra
pamét navic), abychom sniZili casovou sloZitost operaci.
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B-strom fadu n je (2n + 1)-arni strom, ktery splfiuje nasledujici » Uzly v B-stromu se tradicne

Kriteria: [’ﬁ R, | anW nazyvaji stranky (pages).
. - Pocet klicl ve strance kolisa
1. Kazda stranka obsahuje nejvyse 2n klicu. [ / \ od n do 2n, vijimku tvofi
2. Kazda stranka, s vyjimkou kofenové, obsahuje alespofi n / / \ \ kofen stromu.
klicu. Po Py " Popy P - Klice ve strance jsou
3. Kazda stranka je bud listovou strankou, tj. nema zadné setfidéng, tedy
potomky, nebo ma m + 1 potomkd, kde m je aktualni pocet Ry sk, <<k,

klicu ve strance. - Pro klice v podstromech na které odkazuji ukazatelé

4, VSechny listovée stranky jsou na stejné Urovni. Jinak feceno Dy - P,y Plati
strom je dokonale vyvazeny.
: / / K, <R, <K <R <K

Po P4 1

<Rk, <K
Pan-1 2n p2n'

Publikovano Rudolfem Bayerem v roce 1972 [8]. kde K, je mnozina vSech klicd v podstromu s kofenem ve

- ! .
strance na kterou ukazuje p;.
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B-stromy - ukazka B-stromy — poznamky

- Z definice je zrejmé, Ze B-strom nemusi byt vzdy zcela

Im 50 I zaplnén. Faktor zaplnéni kolisa od 50 % do 100 %.
[} | \ | \ | | ] - Volné misto ve stromu umoziuje snadné vkladani dalsich

klica.
- Diky stromové strukture lze operace vyhledavani, vkladani
a mazani klicd v B-stromu provadét s logaritmickou
I I V]2)% 2> |66 68] 70 casovou slozitostl.

- Algoritmy pro B-stromy jsou zobecnénim algoritmu pro
binarni vyhledavaci stromy.
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B-stromy - alternativni definice, varianty

- VySe uvedena definice pfipousti jen B-stromy s max.
kapacitou 2n klicQ, tj. sudym cislem.

- Max. kapacita maze byt ale libovolna, i licha.
- Néktere definice oznacuji pomoci Cisla n max. kapacitu.
- Pocet klic( ve strance tak kolisa od [%] do n.

- Cilem nasi definice je snadna pochopitelnost principd
fungovani B-stromu a jednoduchy zapis.

- Nékdy se lze setkat i s definici, kde cislo n oznacuje max.
pocet potomkU{ nikoliv pocet klicli ve strance.
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B-stromy - vyhledavani klice x

1. Na pocatku algoritmu oznacime korenovou stranku
za aktualni stranku P.

2. Pokud stranka P neexistuje, vyhledavani konci
nelspéchem.
3. Jinak pfedpokladejme, Ze ve strance P je m klicl Ry, ..., R
a odpovidajici ukazatelé na potomky p,, ... p,,,. Potom:
31 Pokud x = R;, pro nékteré 1 < i < m, pak vyhledani konci
Uspéchem.
3.2 Jestlize x < Ry, potom P = p a zpét k bodu 2.
3.3 Jestlize x > R, potom P = p_ a zpet k bodu 2.
34 Jinak nalezneme takové i, 1 <i < m, pro které plati, ze
R; < x < R;,,. Potom P = p; a a zpét k bodu 2.

m
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B-stromy - varianty

B*-strom

B*-strom

- vSechny klice jsou ulozeny pouze v listech
- listy jsou navzajem propojeny odkazy -

rychlejsi prace se souvislymi Gseky klicd,
,najdi vSechny klice mezi 100 a 200"

- v knize od Levitina [2] je jako B-strom

popsana prave tato varianta.

- stranka musi byt zaplnéna minimalné ze dvou

tretin,

- pri vkladani klice do zaplnéné stranky jsou

klice nejprve presouvany mezi sourozenci,

- dochazi k mensimu poctu Stépeni stranek.
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Priklady operaci s B-stromem

Po

P,

k2n -z <o
V ukazkach budeme pouzivat
\ ] B-strom pro n = 2, tzn. kazda
\ \ stranka obsahuje minimalné 2
a maximalné 4 klice.
p2n—1 p2n

A dale kazda stranka odkazuje na minimalné 3 a maximalné 5
potomkd. Vyjimku tvori kofen stromu.
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Priklad vyhledavani v B-stromu - vyhledani klice 50 Priklad vyhledavani v B-stromu - vyhledani 3

2131157 B172245 C5566687O

Postup
Postup 1. Vyhledavani zahajime v koreni R, tedy P = R.
1. Vyhledavani zahajime v koreni R, tedy P = R. 2. Stranka P existuje, pokracujeme dalsim bodem.
2. Stranka P existuje, pokracujeme dalsim bodem. 3. ProtoZe x < R, pak P = p, = A.
3. ProtoZe x = k, hledani kon&i Gsp&chem. 4. Stranka P existuje, pokracujeme dalSim bodem.
5. Protoze x = R, hledani konci uspéchem.
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Priklad vyhledavani v B-stromu - vyhledani 45 Priklad vyhledavani v B-stromu - vyhledani 57

Postup
Postup o o
o o 1. Vyhledavani zahajime v koreni R, tedy P = R.

1. Vyhledavani zahajime v kofeni R, tedy P = R. 2. Stranka P existuje, pokracujeme dalsim bodem.
2. Stranka P existuje, pokracujeme dalsim bodem. 3. Protoze x > k,, pak P = p, = C

~ N 21 2 .
3. Pro}oze k, < X< Akzv pak P =P = B. ) 4. Stranka P existuje, pokracujeme dalsim bodem.
4. Stranka P existuje, pokracujeme dalsim bodem. 5. ProtoZe k, < x < R,, pak P = p. = null

. . o : 1 2 1 :
5. Protoze x = ky hledani konci uspechem. 6. Protoze P neexistuje, hledani konci neispéchem.
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B-stromy - vloZeni klice x B-stromy - algoritmus vkladani, poznamky

1. Nejprve je nutné urcit, pomoci algoritmu vyhledavani, - Proces vytvofeni nové stranky a prerozdéleni klicd
listovou stranku L kam bude kli¢ x vlozen. nazyvame &tépeni stranky.
2. Mohou nastat dva pripady:
- Stranka L neni zcela zaplnéna - kli¢ x je vloZen do stranky e e . . . . .
. 3 AR zvyseni poctu klicu v této strance a tim i k narustu poctu
tak, aby zustalo zachovano usporadani klicu. s . | 5
- Stranka L je zcela zaplnéna, potom odkazu na potomky této stranky. Bez presunu R, ., by ve
21 kli¢ x zatfidime (napF. v pomocném poli) mezi klice ze strance R chybél volny odkaz pro pripojeni stranky P.
stranky L tak, aby zlstalo zachovano usporadani klic.
Dostaneme posloupnost 2n + 1 klicd Ry < Ry <R,
2.2 vytvorime novou stranku P, se stejnym rodicem R jako L

- Vlozenim klice Ry, do rodicovské stranky R dojde ke

- Vlozeni klice k; ., do stranky R se realizuje stejnym
algoritmem jako vlozeni klice x do L. Vlozeni k; . muze

2.3 distribuce kli¢d do stranek zpUsobit rozstépeni stranky R.
Klice Akce i - Stépeni stranek miZe vést a7 k vytvofeni nového kofene
Ry R ponechat ve strance L i o . ) e
R, vlogit do rodicovské stranky R ce’le.ho strgrrlu, coz je jediny zpusob jak B-strom muze
R ...k, . vloZit do nové stranky P ZvySit svoji vysku.
673/805 674/805
Priklad vkladani do B-stromu Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klicu 3, 22 a 10
Vlozeni klice 3 VlozZeni klice 22
o (3 ) (3 ]2 |
- V tomto rozsahlejsim ukazkovem prikladu budeme
postupné budovat B-strom se stejnymi parametry jako [ ] [ J
u prikladu vyhledavani.
- Do stromu postupné vlozime klice 3, 22, 10, 2, 17, 5, 66, 68, Viozeni klice 10
50, 7,55, 45, 70, 44, 6, 21, 67,1, 4, 8, 9,12 a 15. [ 3110122 1

[ )
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 2 Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 17

(23 [10]2]
[ ) (L]
Stranka je zcela zaplnéna, vlozeni libovolného dalsiho klice Vlozenim klice 17 doslo:
zpUsobi zménu struktury B-stromu.

1. k rozstépeni stranky L a k presunu poloviny klicl do nové
stranky P,

2. ke vzniku noveé korenové stranky R a k presunu klice 10 do
nového korene.

677/805 678/805

Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 5 Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 66
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 68

(2]3]s] ] (17|22 | 66 | 68]

[ )

)

Stranka s klici 17 az 68 je zcela zaplnéna, vlozeni dalSiho klice

do této stranky zpUsobi zménu struktury B-stromu.

Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 7

681/805

Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 50

Vlozenim klice 50 doslo:

1. k rozStépeni stranky a k presunu poloviny klicd do nové

stranky a
2. soucasné byl noveé vlozeny klic 50, jakozto median hodnot
v plvodni strance, presunut do kofenové stranky. 682/805

Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 55

R

FELE. R @

L) i)

| 1)

Stranka s kli¢i 2 az 7 je zcela zaplnéna, vlozeni dalSiho
této stranky zplsobi zménu struktury B-stromu.

klice do

683/805
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 45 Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 70

[2le]s[7) [v]zfs] ] [s]eofe] | (T1T11) ([I11) (1111

Stranka s klici 55 az 70 je zcela zaplnéna, vlozZeni dalsiho klice
do této stranky zplsobi zménu struktury B-stromu.

685/805 686/805

Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 44 Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 6

213|517 17122 | 44| 45 55166 (68|70

CTTTT)Y) (TTTT)Y (TTTT7T) Viozenim klice 6 doslo:

1. k rozStépeni stranky a k presunu poloviny klicd do nové
VSechny listove stranky jsou zcela zaplnény, vliozeni jakéhokoliv stranky a

datSiho Klite zptisobi zmenu struktury B-stromu. 2. soucasné k presunu klice 5 do kofenoveé stranky.
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 21 Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 67

(s Tolel)
nn

[ [ T 3
) Irr) ity L)

VloZenim klice 21 doslo:

1. k rozstépeni stranky a k presunu poloviny klicd do noveé
stranky a [

[2‘\3‘\ L] [ T EEINR []es] T e ] [68\7‘0 ‘\ ]

]
[y Crrn ir) afrn It o []

2. k presunu klice 22 do rodicovské stranky.

3. Zaroven doslo k zaplnéni korenové stranky stromu.

689/805 690/805

Priklad vkladani do B-stromu - vloZeni klice 67 (pokrac.) Priklad vkladani do B-stromu - vloZeni klice 67 (pokrac.)

VloZenim klice 67 doslo: Poznamky

- Vtomto okamziku dosahuje faktor naplnéni B-stromu
minimalni hodnoty = 50%. V B-stromu je maximum
volného mista pro vkladani dalSich klicd.

1. k rozStépeni stranky a k presunu poloviny klicd do nové
stranky a

2. soucasné byl nové vlozeny klic 67, jakozto median hodnot

) e 3 - o - Minimalni zaplnéni B-stromu ale naopak zpUsobi, Ze
v puvodni strance, presunut do rodicovske stranky.

odebranim libovolného klice dojde ke slucovani stranek?
3. Protoze i tato stranka byla jiz zcela zaplnéna, doslo B-stromu, véetné zrueni kofene a nasledného snizeni

k jejimu rozsStépeni a tim padem k vytvoreni nové vySky B-stromu.
korenove stranky stromu s jedinym klicem 22.

2Viz dalsi cast prezentace
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Priklad vkladani do B-stromu - vloZeni dalSich klicl B-stromy - smazani klice x

Do stromu byly dale vloZeny klice 1, 4, 8, 9, 12, 15 a 46. Na poradi
vloZeni klicd, v tomto pripadé, nezalezi.

1. Nejprve je nutné kli¢ x ve stromu najit.

2. Oznacme stranku s klicem x jako P.

3. Mohou nastat dva pripady:
- stranka P je vnitfni stranka stromu nebo
- stranka P je listova stranka.

91 [17‘15‘1/‘711 /m‘/»a‘u@ [55‘%‘ ‘ 1 [68‘70‘ ‘ 1
\

) Iy Irrpy rrry Irrn)
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B-stromy - smazani kli¢e x z vnitrni stranky P B-stromy - smazani klic¢e x z listové stranky P

1. Kli¢ x vymazeme ze stranky P.
2. Pokud stranka P i potom obsahuje aspon n klicd, je proces
¢ x ve strance P nahradime k nému nejblizSim vétsSim smazani ukoncen.
cemy. 3. Pokud P potom obsahuje jen n - 1 klicti, musime chybéjici
jeden kli¢ doplnit.
31 Zjistime pocet kli¢l v sourozenci stranky P. Sourozence
oznacime jako S. Spolecného rodice stranek P a S

2 kLI T strank . « prevedli oznacime jako R.
3. Smazani klice x z vnitrni stranky stromu jsme tak prevedli 32 Pokud je v S je vice neZ n klicd, potom

na smazani klice y z listove stranky stromu. 3.21 nejblizsi vétsi klic nez x presuneme zR do P a
3.2.2 nejmensi z klict v S presuneme do R.

3.3 Ve strance S je presné n klicl, potom

2. Kli¢ y se musi nachazet v podstromu s klici vétSimi nez x
a zaroven je z téchto klicli nejmensi, musi se tedy nachazet
v listove strance.
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B-stromy - smazani klice x z listové stranky P (pokrac.)

331 klice ze stranky S pfesuneme do stranky P a dostavame
jednu stranku s 2n - 1 klici.

3.3.2 Stranku S zrusime.

3.3.3 Ve strance R je nyni jeden odkaz na stranku prebytecny.
Nejblizsi vetsi kli¢ nez x pfesuneme z R do stranky P, ktera
nyni obsahuje presné 2n klic(.

697/805

Priklad mazani v B-stromu - vychozi B-strom

B-stromy - smazani klice x z listové stranky P (pokrac.)

Poznamky

- Obvykle volime sourozence s vétSimi klici nez je x, tedy

sourozence ,vpravo“ od P.V predchozim vykladu jsme
predpokladali tuto volbu.

- Lze vsak volit i sourozence s mensimi klici, cili ,vlevo* od P.
DalSi postup je v tomto pripadé zrcadlovym obrazem
k sourozenci ,vpravo®,

- Proces presunu klicl zS do P a nasledné zruSeni stranky S
se nazyva slucovani stranek.

- Proces slucovani stranek mize pokracovat postupné az ke
kofeni stromu a mudZe vést i k zaniku soucasného kofene
stromu. Novym korenem stromu pak bude stranka vzesla

z procesu slucovani. B-strom tak snizi svoji vysku.

Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 3

698/805

[e]7]
\

-

7]8]9) [n]s]7]a) [sa]es46] ) [ssTes] T ) [ss]70] T )
[y «I1r «aorrp «I1riy «dIrrn

( )

V tomto stavu jsme B-strom zanechali na konci pfikladu
vkladani klict do B-stromu. Nyni budeme kli¢e postupné
z B-stromu mazat.

699/805

Kli¢ 3 se nachazi v listové strance, kde je dostatecny pocet klich
na to, abychom kli¢ 3 mohli jednoduSe smazat. Tim dostavame

nasledujici B-strom.

[12‘15‘17‘21}

(wlalw] )

[sofeo] T 1
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klicu 7 a 8 Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 6

1. Po smazani klice 6 obsahuje stranka P n -1 =1 kli¢, Cislo 9.
Stejnym zplsobem smazeme klice 7, 8 a dostavame 2. Sourozenec S obsahuje vice nez n klicu.
3. Nejblizsi vétsi kli¢ nez 6, tj. 10, presuneme z R do P.
4. Nejmensi klic z S, tj. 12, presuneme do R.

[1T2]4] oo T [n]s]7]a) [saus46] ) [ssTes] [ ) [ss]70] T )

\
rrr crrn oartry arn ot Lrn)

(1), "CIef 11 °felv]a]) [co]es]ee] ] [sofeo] T 1 [oeo] T 1
[y rrn oaitry airn iy i)
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 22

1. Kli¢ 22 se nachazi ve vnitrni strance P, viz nasledujici
obrazek.

2. Nahradime jej nejblizsSim vétsim klicem - vétsi klice nez 22
jsou v podstromu s kofenem ve strance A. Odtud
pokracujeme do nejlevéjsi listové stranky, v nasem
pripadé do B.

3. Vybereme nejmensi klic v B, tj. 44.

4. Tim jsme prevedli smazani klice 22 na smazani klice 44.

(el [oTel T1 ) *fs[e] 1) [ssTee] T 1 [selo] T 1
5. Po provedeni vSech operaci, které odpovidaji smazani 44 iy i ) ) i) LD
(v tomto pripadé se jedna jen o smazani 44 ze stranky B),

nahradime klicem 44 klic 22.
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze |

Stav B-stromu pred zahajenim mazani

Lz]«T ] (oIl T1 sl “falel T *fss] 1) [oero] T 1
(rrn crrn oiry arlry iy rLrn)
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze | (pokrac.)

Vysledek faze 1

[T2]e] o] T (lr[[) “felofsle)  *[TTT1) [eeo] T 1

] (o]
rrr crrn i arn oty Lrn)
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze | (pokrac.)

1. Po smazani klice 46 obsahuje stranka P n - 1 klicq, tj.
pouze Klic 45.

2. Sourozenec S obsahuje presné nez n klict, musime
slucovat stranky.

3. VSechny klice z S presuneme do P.

4. Stranka P je prvnim potomkem stranky A, presuneme tedy
i prvni klic zA do P.

706/805

Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze Il

1. Ve strance A zlistalo jen n - 1 klicd, coz odporuje definici
B-stromu.

2. Sourozenec B obsahuje presné n klicl, musime i na této
urovni provést slucovani stranek.

3. Presuneme kli¢ 67 ze stranky A do stranky B.

4. A stejné tak do B presuneme i jeden klic¢ z rodicovské
stranky C.

5. Tim doslo ke zruSeni korenové stranky a ke snizeni vysky
B-stromu.
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze 1l (pokrac.)

[T2]=] o] T (]2 [elofsle)l LT TT) [eeo] T 1

[T ] ]
rrr crrn orr) arrny iy et
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klicu 1, 17 a 55

Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, vysledek

(s Telal?)
N

[(1]2]<] ) [o]o] T [s]7]a] ) [45]50] 55 66) [8]0] T )

L rrry oty iy ciil) il
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 44

Klice 1, 17 a 55 se nachazi v listovych strankach, kde je
dostatecny pocet klicl na to, abychom je mohli jednoduse
smazat.

(s Telal?)
mnn

[l T ] [=0]
[ i ) arrl) L)
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1. Kli¢ 44 se nachazi ve vnitfni strance.
2. Nahradime jej nejblizSim vetsim klicem, tj. klicem 45.

Vysledny strom

(Telal7)
mnn

[2[«] T] (ool T [l T ] [sofee] [ ] [eso] T ]
L r irn i i) L)

B-strom se nyni nachazi ve stavu, kdy listové stranky jsou
naplnény na minimalni pripustnou Groven. Smazani
jakéhokoliv klice zplsobi slouceni stranek.
712/805



Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 45

Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 4

Po smazani klice 4 obsahuje stranka P pouze n - 1 klict.
Sourozenec S obsahuje presné n klict.

Klice z S presuneme do P.

Do P presuneme i kli¢ 5 z rodicovské stranky R, protoze v R

by jinak jeden odkaz na potomky prebyval.

Strom pred smazanim klice 45

= W S

Vysledny strom

1. KUi¢ 45 se nachazi ve vnitrni strance R.

2. Nahradime jej nejblizSim veétsim klicem, tj. klicem 50.

"GLTg [TTT1) [s]a T 1 [sofes] T ]
cLrry il i) il i)

3. Tim jsme prevedli smazani klice 45 na smazani klice 50.

713/805 714/805

Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 45 (pokrac.) Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 45 (pokrac.)

Po smazani klice 50 obsahuje stranka P pouze n - 1 klic(. Whslieging St

Sourozenec S obsahuje presné n klicd.

Klice z S presuneme do P.

~N O o B

Do P presuneme i nejblizsi vetsi kli¢ nez 45, tj. klic 57,
z rodicovské stranky R, protoze v R by jinak jeden odkaz na
potomky prebyval.

e

715/805 716/805



Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 15 Priklad mazani v B-stromu - smazani klict 9, 10 a 67

Po smazani 15 z(stalo ve strance P pouze n - 1 klic(i. Musime

tedy presunout pres stranku R jeden klic ze stranky S. Smazani klic 9,10 a 67 je velice jednoduche.

717/805 718/805

Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 2 Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 70

Po smazani 2 zlstalo ve strance P pouze n - 1 kli¢(. Sourozenec
S obsahuje n klict, dojde tedy ke slucovani stranek.

5[5 12| 21]50) P[68 70 )
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klic¢e 70 (pokrac.) Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 21

Po smazani 70 z(stalo ve strance P pouze n - 1 klic.
Sourozenec S obsahuje vice n klicl, dojde tedy k pfesunu 66 Smazani klice 21 je velice jednoduché.
Z R do P a nejblizSiho mensiho klice z S do R.
[s0 1

R[50 ] R J

. , (5] ) (66 | 63 )
(5|2|xn] ] (66| 68 ) ( ) ( )

721/805 722/805

Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 5 Priklad mazani v B-stromu - smazani kli¢e 5 (pokrac.)

Smazani klice 5 je zrejmé.
Stranka P se stala novym kofenem, a soucasneé jedinou

R strankou, B-stromu.
[ 1
[ ) g (12|50 |66 | 68]
[ )
P [12 50 | 66 681 S [ 1 Smazani klic¢l 12, 50, 66 a 68 je uz trivialni zalezitosti.
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Dynamickée programovani

Dékuji za pozornost

doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D.

Katedra informatiky
Fakulta elektrotechniky a informatiky
VSB - TU Ostrava
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Warshalllv algoritmus

(R-1) y
s o @ R cesta pres vrcholy 1,...,R -1
Dynamicke programovani i P y
¥ 5 R(k) ={V
Warshalluv algoritmus i (k1) (k1) Cestyzidokazkdoj
R, "AR,. .
ik ki presvrcholy 1,...,R-1
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Warshalliv algoritmus - priklad Warshalliv algoritmus - priklad, R = 1

O—0Q O—)
Ukazkovy graf G Matice sousednosti
O—O) éi\/@ Cgé@

0010
A | 100
ISR 100 101
0100 © M =
R 0000 R 0000
0100 0100

Do grafu byly pridany hrany pro cesty vedouci pres vrchol 1.
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Warshalllv algoritmus - priklad, kR = 2 Warshalllv algoritmus - priklad, kR = 3

1 XX

000 0010

Opg1 0 oL e | 1 0011 pe | 1011
O ro | T O 1T 0000 0000
| S

Do grafu nebyla pridana zadna hrana - pres vrchol 3 Zadna

Do grafu byly pridany hrany pro cesty vedouci pres vrchol 2. cesta nevede, hrany vedou pouze do vrcholu 3.
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Warshalliv algoritmus - priklad, k = 4 Warshalliv algoritmus - priklad

& C@ Vysledny tranzitivni uzavér T Matice sousednosti

0 01O
A = 171 1 1
1018 99 9
(3) = (4) - 171 1 1
R 0 00O R 0 00O
17 1 1 1 T 1 11
Do grafu byly pridany hrany pro cesty vedouci pres vrchol 4.
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Hladové algoritmy

Dekuu za pozornost doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D.

Katedra informatiky
Fakulta elektrotechniky a informatiky
VSB - TU Ostrava
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Minimalni kostra grafu

Hladové algoritmy

Minimalni kostra grafu

734/805

Minimalni kostra grafu - priklad Minimalni kostra grafu

Graf G ma celkem 3 kostry
(®)
1N
OznO

oe
2 5 5 2

Graf G w(K,) =6 w(K,) =9 w(K;) = 8

o 1

Minimalni kostrou je kostra K.
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Minimalni kostra grafu (pokrac.) Minimalni kostra grafu (pokrac.)
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Minimalni kostra grafu (pokrac.) Minimalni kostra grafu (pokrac.)
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Minimalni kostra grafu (pokrac.) Minimalni kostra grafu (pokrac.)
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Minimalni kostra grafu Minimalni kostra grafu (pokrac.)
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Minimalni kostra grafu (pokrac.) Minimalni kostra grafu (pokrac.)
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Minimalni kostra grafu (pokrac.) Minimalni kostra grafu (pokrac.)
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QuickUnion (pokrac.)

751/805

QuickUnion (pokrac.)

o & ©

e e

750/805
QuickUnion, reprezentace stromu v poli
Vychozi stav po provedeni makeset(1), ..., makeset(6)
Prvek Rodic
1 null
2 null
DOOOO® 3 w
4 null
5 null
6 null
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QuickUnion, reprezentace stromu v poli (pokrac.)

Konecny stav po provedeni vSech operaci union

Prvek Rodic

(1) 1 null
é 5 Hladoveé algoritmy
0 ©
(8)

Dijkstrav algoritmus

o U~ W N
W R PR

753/805

Strom nejkratSich cest vs. minimalni kostra grafu

Strom nejkratSich cest vs. minimalni kostra grafu, priklad

- Vysledkem Dijkstrova algoritmus neni minimalni kostra

it Strom nejkratSich cest z A Minimalni kostra grafu

- Vysledkem je strom nejkratSich cest z daného pocatecniho °

vrcholu. . .
- Strom nejkratSich cest je pouze jedna z koster grafu, ale
nemusi byt minimalni. e e

- Minimalni kostra grafu minimalizuje soucet vah hran

(i 10
v kostre.
- Strom nejkratSich cest minimalizuje délku cest z daného @ G
pocatecniho vrcholu. Podoba stromu zavisi na pocatecnim
vrcholu.
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Hladove algoritmy Dékuji za pozornost

Huffmanav kod
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Dékuji za pozornost
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VSB - TU Ostrava
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Meze moznosti algoritmického reseni
problému. P, NP a NP-Gplné problémy.

Dékuji za pozornost
doc. Mgr. Jifi Dvorsky, Ph.D.
Katedra informatiky

Fakulta elektrotechniky a informatiky
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Zasobnik — moznosti implementace

Pomoci pole

- pole délky n
- dno zasobniku na indexu 0
- stack pointer

Pﬁlohy - index v poli, Cislo typu‘ intv ‘ o
- neukazuje na posledni vlozeny prvek, nybrz
Zasobnik - ukazuje na prvni volnou pozici - dodrzuje zvyklosti C++
o polich

- prazdny zasobnik - stack pointer roven 0
- plny zasobnik — stack pointer roven n

Pomoci spojovych struktur — dynamicka alokace paméti,

pointery
763/805
Zasobnik — implementace pomoci pole Zasobnik - vyuZiti zasobniku
n n SP n
n-1 n-1 n-1
Sp - volani funkci (metod)

- vwhodnocovani aritmetickych vyraz(

; ] ] - odstranéni rekurze

Sp 0 0 0 - zasobnikové orientovaneé jazyky, napriklad PostScript, PDF
- testovani parity zavorek, HTML/XML znacek
Prazdny Castecné zaplnény Plny
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Zasobnik - testovani parity zavorek Zasobnik - testovani parity zavorek

Ukazka
Vyraz Expr Vysledek
Zadani () true
) ] S ] . ) )( false
Mame dan matematicky vyraz Expr, ktery obsahuje kulate, (O0)) T
hranaté a slozené zavorky. Ukolem je implementovat funkci, [OO] G
ktera bude vracet true, pokud je vyraz spravné uzavorkovan, [OOOTOOT} e
jinak bude vracet false. [O)() false
[(1()] false
[[()] false
766/805 767/805

Zasobnik - testovani parity zavorek Zasobnik - testovani parity zavorek

Input : Vyraz Expr obsahujici zavorky ()[1{}
Output: true pokud je Expr spravné uzavorkovan, jinak
. v e . . false
Princip reseni 1 Init(S)
2 foreach e; € Expr do
3 switch e; do

- Pri prlichodu retézcem se musi pravé zavorky objevovat

4 case (, [, { do
v presné opacnem poradi nez levé zavorky. 5 | Push(s e);
6 end
- Levé zavorky je nutné si pamatovat tak, aby aktualni, 7 case), ], } do
2 2 P o o P . 8 if ~-IsEmpty(S) then
posledné nactena, leva zavorka byla zpracovana jako 5 if Pop (S) ,neni spravna zavorka* then
- - - ~ - - - - ~eeo f l
prvni; zatimco prvni nactena leva zavorka musi pfijit na . e‘nd'e“”” e
radu az jako posledni. © e[md
13 else
- Zkontrolovany par zavorek vyradime z dalSiho zpracovani. % \ dfetum false
15 en
- ZpUsob pamatovani levych zavorek presné odpovida G end
. 2 > _ 17 end
mechanismu prace zasobniku - LIFO. s end

19 return IsEmpty (S)
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Fronta - moznosti implementace

Pomoci spojovych struktur — dynamicka alokace paméti,
pointery

Prilohy

Fronta

Pomoci pole

- hlava a ocas fronty jsou indexy do pole,

- jednoduché pridavani a odebirani - jak hlava, tak ocas se
posunuji dozadu.

770/805

Fronta - implementace v poli Fronta - implementace v poli (pokrac.)

n-1 n-2 1 0

T H

Prazdna fronta

n-1 n-2 1 0
Vlozeny 2 prvky
H=T n-1 n-2 1 0
odeny & pruky HEEEE
n-1 n-2 1 0 T H
T ¥ Vysledny stav:

VymUTyI3Iprvky Mlozeny 2 prviy - do fronty jiz nelze pridat dalsi prvky,

- ale soucasné fronta neni plna.
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Fronta - implementace v poli (pokrac.) Fronta - kruhovy buffer

Resenim je kruhovy buffer (circular buffer) - zacatek a konec

pole se navzajem dotykaji.

- presouvat prvky na zacatek pole - vyjmuti prvku jiz
nebude operace s casovou slozitosti O(1) ale O(n), bude A
dochazet k masivnimu kopirovani dat,

773/805 774/805

Fronta - kruhovy buffer Fronta - vyuziti

Charakteristika

- pfi vloZeni prvku se ocas fronty
zvySuje o jednicku,

- pfi odebirani prvku se hlava

fronty zvysuje o jednicku - tiskova fronta u sdilené tiskarny

- pri prekroceni delky bufferu se
hodnoty hlavy ¢i ocasu vraci na
prvni pozici tj. 0 — modularni
aritmetika

- planovac v operacnim systému (vice béZicich procest na
jednoprocesorovém pocitaci = procesy se musi stridat)

- obsluha uzivateld na serverech obecné

Problém: Jak rozlisit prazdnou a zaplnénou frontu?

Reseni: V buffer je udrZovano jedno prazdné misto. Ocas fronty
ukazuje na prvni volnou pozici, ne na konec fronty.
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Fronta - planovac 0S, cyklicka obsluha (round robin)

Tato ¢ast OS pridéluje jednotlivym procesiim sdileny procesor:

- vybere z fronty Cekajicich procesud prvni proces,
- obnovi registry procesoru,

- spusti obnoveny proces,

Prilohy

- po uplynuti vymezeného casového kvanta, zahaji L.
po upty y ' ) Binarni strom

odebirani procesoru,
- uloZi obsah registrl
- zaradi tento proces na konec fronty,

- vybere z fronty Cekajicich procesd prvni proces ...

777/805

Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice

- VWchozi mnozina uzli M = {A,B,C,D,E,F,H,I,J,K, L}

- Postupné budeme aplikovat pravidla z definice binarniho
stromu.

binarniho stromu, viz Pravidlo 2. [{A, B,C,D,E,F,H,I,J,K, L}]

- Uzly ve formé mnozin odpovidaji dosud nevytvorenym
podstromim, viz Pravidlo 2. Zde budeme rekurzivné
pokracovat v tvorbé binarniho stromu.

- Prazdné mnoziny odpovidaji prazdnym podstromdm,
viz Pravidlo 1.
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Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice

{B,C,J, K}

{A,D,E,H,I, L} {B,C,J,K}
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Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice

{B,C,J, K}
{B,C,J,K}
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Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice

{B,C,J,K}
{B,C,J,K}
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Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice

{B,C,J,K}
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Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice
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Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice Budovani binarniho stromu podle rekurzivni definice

Odstranime-li vizualizaci prazdnych podstromu, zobrazenych
jako prazdné mnoziny, dostavame vysledny binarni strom
v obvyklé podobé.
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Binarni vyhledavaci strom - vlozZeni klice 37 Binarni vyhledavaci strom - vloZeni klice 67

792/805 793/805

Binarni vyhledavaci strom - vlozeni klice 43 Binarni vyhledavaci strom - vlozeni klice 53
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Binarni vyhledavaci strom - vloZeni klice 23 Binarni vyhledavaci strom - vlozeni klice 59
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Binarni vyhledavaci strom - vlozeni klice 7 Binarni vyhledavaci strom - vlozeni klice 5
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Binarni vyhledavaci strom - vloZeni klice 17 Binarni vyhledavaci strom - vloZeni klice 13
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Binarni vyhledavaci strom - vloZeni klice 19 Binarni vyhledavaci strom - vlozeni klice 29
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Binarni vyhledavaci strom - vloZeni klice 73 Binarni vyhledavaci strom - vloZeni klice 47
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