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‘mnozinu R, musi v uréitych 7 hodech padnout lic a ve zbyvajicich n —»
hodech rub). To je piiklad pravdépodobnostniho prostoru, kde elemen-
tarni jevy nemaji vechny stejnou pravdépodobnost.

Vratme se k na3i geometrické situaci. Piedstavme si, e bychom do
roviny nakreslili jen pfimky z takové ndhodné vybrané podmnoZiny
R. Zavedeme ndhodnou veli¢inu f = f(R), coZ bude pofet priseéiki
pfimek z R Grovné 0, jinak feceno téch priseciki, jim# 2adna p¥imka
z R nezabrafiuje ve vyhledu na bod 0. Budeme dvéma zpisoby po-
¢itat stfedni hodnotu Ef. Na jedné strané vime, podle poznamky na
zaCatku dikazu, Ze pro kaZdou konkrétni mnoZinu R je f(R) < |R|, a
proto Ef < E|R|. Lze snadno spocitat (ponechivime do cviceni), Ze
E|R| = pn.

Nyni jiny zptsob pocitani Ef. Pro kaZdy prisecik v pfimek z L
definujeme jev A,, ktery nastane, pokud v bude jednim z priseciki
trovné 0 piimek z R, t.j. pfispéje 1 k hodnoté f(R). Jev A nastane,
pravé kdy% jsou splnény tyto dvé podminky:

e Obé piimky, urdujici priseéik v, padnou do R.

e Z3dn z ptimek, protinajicich tise¢ku ov ve vnitinim bodé (t.j
zakryvajici bodu o vyhled na bod v) nepadne do R.

Z toho je vidét, e P(A,) = p*(1 — p)*("), kde u(v) znati droveh
priseciku v.

Oznatme M mnoZinu viech prtseciki pfimek z L, a My C M
mnozinu priseéikd Grovné nejvys k. Mame

Ef=) Els, =Y P(4,)> Y P(A)= Y p*(1-p)*® >

veM veEM veEM; vEM;

> > p(1-p)f = |Milp*(1 - p)F
veEM,

Celkem jsme tedy odvodili np > Ef > |Mg|p?(1 — p)*, neboli
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v

Zvolime ted &islo p tak, abychom na pravé strané dostali co nejmensi
hodnotu. Vhodn4 volba je naptiklad p = 1/(k + 1). Je zndmo, %e pro
kaZdé k& > 1 je (1 — 1) > 7! > L, takie vyjde [Mi| < 3(k + 1)n,
jak se tvrdi ve vété. 0O

Poznamenejme je3ts, Ze problém odhadnout maximaln{ mozny po-
et prisecikii Girovné piesné k je mnohem obtizné&jsi a dosud nevyte-
Seny.

Priumérny podet porovnini v algoritmu QUICKSORT.
Znamy tiidici algoritmus QUICKSORT (&esky »rychlotfidi¢“?), do-
stane-li jako vstup posloupnost prvki (z1,2,...,2,), pracuje takto:
porovnanim s z; rozdéli ostatni prvky na dvé skupiny, na prvky mensi
neZ £ a prvky aspoii tak velké jako z; (pfitom v obou skupinich za-
chova poradi prvki jako bylo na vstupu). KaZdou skupinu pak zvl4st
setfidi rekurzivnim volinim sebe sama. Rekurze se zastavi u trividlng
malych skupin (napf. nejvy$ dvouprvkovych). :

Tento algoritmus v nejhordim p¥ipadé mize potiebovat fadové a3
n? kroki (nejhori, co mu mieme provést, je dit mu jiZ setiidénou
posloupnost). V praxi je viak velmi obliben a bere se jako jeden z nej-
rychlejSich tfidicich algoritmd. Jeden z divodd Jje nésledujici vysledek
o0 jeho primérném chovani:

9.4.5 Vé&ta. Necht z, < z3 < ... < zy, jsou tiidéné prvky v poradf
podle velikosti. Bud'n permutace mnoZiny {1,2,...,n}, a necht T(x)
znacf pocet porovnani (dvojic &isel podle velikosti) provedenych algo-
ritmem QUICKSORT pro vstupni posloupnost (Tx(1)s Tr(2), - - - s Trr(n))-
Potom pti ndhodné volbé permutace = plati ET < 2nlnn.

Ditvod takového chovani neni t&7ké vidst. Jsou-li vstupni éisla srov-
néna ndhodng, lze éekat, #e prvnf prvek vétdinou rozdéli ostatni na dve
zhruba stejné velké skupiny. Rekurze pak bude mit log n drovni, a na
kazdé trovni se spotfebuje celkem O(n) porovnani. To ale neni po-
fadny dikaz. Nasledujici elegantni analyza dav4 i spravnou konstantu
imérnosti.
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Dukaz. Necht 7} je poéet prvki porovnivanych s prvkem z,(; ve
fazi, kdy se stane délicim prvkem. Napiiklad T3 = n — 1, protoZe
Tn(1) je prvoi prvek na vstupu a porovnavaji se s nim viechny ostatni
prvky. Pokud n(2) < (1), Tz bude (1) — 2, a pro n(2) > n(1) je
Ty = n — m(1) — 1. Obecné si miizeme T; pfedstavit podle obrazku:

1 4 J

O O e O e e O O O ® o e ©
Ta(i)

Krouzky na tomto obrazku znazoriuji z1,z2,...,Z, sefazené podle

velikosti, pln& jsou kresleny prvky s indexy n(1),7(2),...,7(i — 1),
dvojité je oznalen T,(;), a prazdné jsou krouzky pro ostatni prvky.
Neni t&7ké si rozmyslet, Ze T} je pravé pocet prazdnych krouzki, které
»Vvidi“ prvek z,(;, pfitemZ skrz plné krouzky vidét neni.

Budeme hledat ET;. Predstavme si, Ze indexy probirdme pozpatku
a sledujeme piisluiny obrazek s plnymi a prazdnymi krouzky. Nejprve
jsou viechny krouzky plné, postupné se jeden po druhém v ndhodném
pofadi vyprazdiuji. V okamZiku, kdy zbyva ¢ plnych krouzkd, vez-
meme ndhodné jeden zbyvajici plny krouZek, z,(;y, a T; bude polet
prazdnych krouzki, které vidi.

Pouzijeme jednoduché po&itani dvéma zpisoby. Kaidy prdzdng
krouzek vidi nejvys dva plné krouzky. Proto celkovy poéet dvojic (plny
krouzek, prazdny krouzek), které se vidi, je nejvys 2(n — i). Na jeden
z i plnych krouzki tedy pfipada v prameéru nejvys Z("l_—’l prizdnych
krouzkd, a to je potiebny odhad pro ET;. Z linearity stfedni hodnoty
kone¢né dostavame :

e 2 2(n — 1) 21
ET Z;Eﬂs;:l——i——=2n22—2n§2nlnn
1= 1= 1=

(soutet pfevracenych hodnot jsme odhadli podle cvideni 2.4.12) O

vvvvv

Pozndmky. SloZit&jsi analyzou se d4 dokazat, %e pii ndhodné vstupni
permutaci je nepfiznivé chovani algoritmu (t.j. poet porovnéni pod-
statnd vt ne? fadové nlogn) velmi mélo pravdépodobné. Presto
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skuteénost, Ze algoritmus pracuje $patné zrovna pro set¥idéné nebo
skoro setfidéné posloupnosti, je nepfijemna. Existuje fada verzi algo-
ritmu QUICKSORT, které se riznymi modifikacemi sna¥i toto odstra-
nit. Modifikace se tykaji zpiisobu vybéru prvku, podle n&j? se ostatni
prvky rozdéli.

Cviceni

1. Dokazte z véty 9.4.2, Ze graf na n vrcholech bez trojthelnikd m4 nejvys
n?/4 hran.

2* Ukaite, i: jsou-lidy,...,d, nezdporn4 redln &isla se sou¢tem 1, potom
vyraz Y .-, 1/(d; + 1) je minimélni prody =dy =...=d, =

=

3. Necht podmnoZina R C L je zvolena ndhodné jako v ditkazu vty 9.4.4.
Ukaite E|R| = pn. .

4* Uvazme pfimky jako ve v&t& 9.4.4, z nichZ navic %4dn4 nenf svisla.
Rekneme, Ze prisecik v je Spice, pokud jedna z pfimek jej definujicich
m4 kladnou smérnici (zleva doprava stoupd) a druhd ma zipornou
smérnici (zleva doprava klesd). DokaZte, Ze existuje nejvys 6(k + 1)2
Spic Grovné nejvy$ k. '
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pokud existuje mnoZina M € M obsahujici zérov:ef“l zi 'y J?ou- li Ty 1 B 1
dva nespojené body, definujeme novy systém mnozmv(?( , M ). w:ml.:l i
»Slepenim® bodtt z a y. Neformalng, body z a y ztot.ozrllmcf doljec!:rmlln
nového bodu, 2z, a 2 ddme do viech mnoZin, do nichz pre(lltlm patil
z nebo y. Formélné zapsdno: X' = (X \ {z,y}) U {2}, M' = [A] &
M; M {z,y} = B U{(M\{z,yh U{z}; M {z,y} £0}.
V&imnéme si, Ze jsou-li body = a y nespojené, potom (X', JM ] ]m:]e
opét systém trojic, a mno¥ina X' mé o jedeq bod mépé nez X _. I_?;ulff
tvrdime, Ze je-li (X', M') 2-obarvitelny, potom i (X, M) 16.2:0170!2”'41'”:
Vezmeme totiz 2-obarveni mnoZiny X', a obarvime X stejne‘, pfitemi x
i y dostanou tu barvu, jiZ mé&l ,slepeny“ bod z. Je snadné si ro'zrn"j_csict,
¥e nemiZe vzniknout ?4dn4 jednobarevna mnoZina. K dokonéeni diikazu

vity 9.1.5 stadi tedy ukézat nésledujici:

9.1.7 Lemma. Necht (X, M) je systém 6 trojic, | X| > 7. Potor v X
existuji 2 nespojené body.

o ! n :
LSS W A WA S

T

Dokazte, %e pro dost velké n nelze na koleji B docilit kazdé mozné
pofadi vagénii.

2. (a) Dokazte, Ze ka?dou booleovskou funkei n proménnych Ize vyjadrit
logickou formuli.

(b) Ukaite, Ze formuli v (a) 1ze volit délky nejvys Cn 2", pro vhodnou
konstantu C. * Podaii se vdm tento odhad Je3té fadove zlepsit?
3. DokaiZte, Ze ka?dy systém nejvys 14 étvefic lze 2-obarvit:

(a) Pro systém na nejvys 14 bodech pouZijte ndhodné obarveni (7
bilych a 7 &ernych bodi).

(b) Pro systém na aspoii 15 bodech ukaste, se existuje nespojens dvo-
jice. - :

Driikaz. Jedna trojice M € M zpiisobi, Ze 3 dvojice bogﬁ buv<.10u spo-
jené. 6 trojic tedy d4 nejvys 3 x 6 = 18 spojenych dvojic. I,)rltf.ﬂ_n :1![‘
na 7-bodové mnozin& je (7) = 21 dvojic bodd, takZe nékterd z nich je

n i
nespojena (dokonce aspoin 3). 0l

4. Méme 27 pravych minci a 1 fale$nou, o trochu t&%3i ne? pravé mince.
UkaZte, Ze na uréeni fale$né mince potfebujeme aspofi 4 véZeni na rov-
noramennych vahéch (bez poufiti zavai, t.j. miZeme pouze porovna-
vat celkovou hmotnost nékterych k minci s celkovou hmotnosti jinych

k minci; neobsahuje-li ani jedna skupina fale$nou minci, vysledkem je
rovnovéha).

Poznamenejme jestd, %e pfesnd hodnota m(4) jiz Z,n;:nna neni, j-:cju
k dispozici jen horni a dolni odhady. Pfitom je snadnei si rozmjvrslr.-t. o
tento problém se v principu d4 vyfesit probranim korvlfeczlel}o poctu |;r|I|:1-
figuraci (systémd Etvefic). Jejich pocet je ale tak obfi, Ze je to nad =ily
viech superpoéitadi.

9.2 Konecné pravdépodobnostni prostory
Cvideni Nyni je ¢as pohovofit o zdkladnich pojmech matematické teorie prav-
dépodobnosti. Omezime se pfitom jen na to, co budeme pro nase pfi-
klady potfebovat. V #4dném p¥ipadé neni cilem nahradit kurs z teorie
pravdépodobnosti, matematicky nebo informaticky vzdélany ¢lovék by

o pravdépodobnosti uréité mél védst podstatng vice, neZ co uvedeme
zde.

1* Na koleji A na nasledujicim obrazku stoji vlak s vagony .(Srowf.&i | ﬁ'm‘i
v jistém pofadi). Vagény se postupné piesunuji na kolej B, pricemz
kaZdy vagén miZe nebo nemusi zajet na néktfare VZ, postranm.r:]: [cr_':—
leji; pozadujeme v3ak, aby Zadny vagén nepiejel zevzdnou 2 V;.'h_‘fi_lf‘;l.{
ptiléhajicich ke kolejim A,B,C,D vice nez jednou- (predpokladamc-.r in
na kaZou postranni kolej se v pfipadé potieby vejdou viechny vaginy

Pravd&podobnost je jeden z pojmi, ktery vystupuje jak v matema-
najednou).

tice, tak mimo matematiku, t.j. ,ve skute¢ném Zivoté“, ,v praxi“, nebo
¥ ”
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jak jinak je§t& se to jesté miize nazyvat!. Definovat ,skute€nou® prav-
dépodobnost je obtiZné, a je to otdzka filosofickd. Matematika se oviem
jejimu FeSeni vpodstaté vyhne: sestroji totiZ matematicky model ,sku-
te¢né“ pravdépodobnosti, ktery je €isté matematickym objektem. Tento
model m4 ve sobé& zabudovano (jako axiomy) nékolik jednoduchych vlast-
nosti, odpozorovanych ze ,skuteéné® pravd&podobnosti (jako napf¥. Ze
pravdépodobnost, Ze néjaky jev nastane, plus pravdépodobnost, Ze tento
jev nenastane, je dohromady 1), ddle se s nim ale pracuje jako s jinymi
matematickymi objekty, tedy vSechny jeho vlastnosti, viechna tvrzeni
o ném a v¥echna pravidla pro po¢itini pravdépodobnosti jsou logicky
odvozena z axiomi. Tento model je velmi uZitetny a jeho pfedpovédi se
shoduji s chovdnim pravdépodobnosti v praxi, coZ ale to neznameni, Ze
»skuteénd® a matematickd pravdépodobnost jsou totoZné pojmy. Nadile
budeme mluvit o pravdépodobnosti v matematickém smyslu, budeme se
v8ak odvolavat na piiklady se ,,skuteénou” pravdépodobnosti jako moti-
vaci jednotlivych pojmi a axiomu.

Zikladnim pojmem v teorii pravdépodobnosti je pravdépodobnostni
prostor. Omezime se na koneéné pravdépodobnostni prostory.

9.2.1 Definice. Koneénym pravdépodobnostnim prostorem rozumi-
me dvojici (R, P), kde Q je koneénd mnoZina, a P : 2% - [0,1] je
funkce, ptifazujici kazdé podmnoziné Q1 éislo z intervalu [0, 1], takovd,
Ze

(i) P(6) =0
(ii) P(Q) =1

(iii) P(AU B) = P(A) + P(B) pro libovolné dvé disjunktni mnoZiny
A BCQ.

MnozZinu  si miZeme pfedstavovat jako mnoZinu vSech moZnych
vysledkl néjakého ndhodného pokusu. Jeji prvky se nazyvaji elemen-
tdrni jevy. Kdyby tento pokus byl tieba jeden hod hraci kostkou,

' v mimomatematickém vyznamu myslime ovSem pravdépodobnost jak.o vleli-
&inu, jako ve vété ,Pravdépodobnost toho, Ze na hraci kostce padne Zestka, Je'g.“:
nikoli jako ve tfeba ve v&t& , Ten &lovék pravdépodobné nevi, Ze tramvaje ted jezdi

jinudy.“.
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elementarni jevy by byly ,padla jednitka®, »padla dvojka“,. ..,  padla
Sestka“ (pro v&t3i strucnost je miizeme napf. oznagit wi,...,wg). Pod-

mnoziny () se jmenuji jevy, tak tfeba jeden jev by byl ,padlo sudé
¢islo®, neboli {wy, wy,ws}. Z pochopitelnych divodi se prazdné mno-
Ziné fikd jev nemozny, celému Q jev jisty. Teorie pravdépodobnosti mi
své ndzvy i pro riizné mno#inové pojmy a operace. Tak w0 € A“ mi-
Zeme Cist ,nastal jev A“ nebo obsirnégji ,element4rni jev w je pfiznivy
jevu A% ,w € AN B* interpretujeme jako »nastaly zaroveii jevy A i
B% ,ANB = §“ miZeme vyjadfit jako ,jevy A a B jsou neslugitelné®
a podobnsé.

Je-li A C Q jev, &islo P(A) se nazyva pravdépodobnost jevu A. Axi-
omy (i)-(iii) vyjadfuji vlastnosti, které od pravdspodobnosti pfirozené
otekdvadme. Z vlastnosti (iii) je snadno vid&t, #e hodnotu P stadi za-
dat na vSech jednoprvkovych jevech (mno#inéch), a pravdépodobnost
libovolného jevu je rovna soudtu pravdépodobnosti jeho prvkd, tedy
elementérnich jevé (pfesnéji, souétu pravdépodobnosti viech jeho jed-
noprvkovych podmnoZin, ale dovolime si toto zkracené vyjadieni).

Nejjednodussim a mo#nd nejdileZit&jsim konetnym pravdépodob-
nostnim prostorem je takovy, v ném# viechny elementsrni jevy maji
stejnou pravdépodobnost, t.j. funkce P je déna predpisem

4]

P(A) = o

Takovy prostor odrazi tzv. klasickou definici pravdépodobnosti. V této
definici (formulované Laplacem) se piedpoklida, ze viechny moZné vy-
sledky urgitého nadhodného pokusu jsou, na podkladé symetrie a homoge-
nity, stejné mozné. Je-li viech moznych vysledkd pokusu (elementérnich
jevil) n a vysledkii piiznivych n&jakému jevu A je m, potom pravdépo-
dobnost jevu A se definuje jako m/n. To se nékdy heslovité vyjadiuje
réenim, Ze pravdépodobnost je potet piipadd piiznivych ku poétu pfi-
padit moznych. Jako definice toho, co pravdépodobnost je, to neni piili§
uspokojivé (potiZ je v obratu ,stejn& mo#né*), navic to nezahrnuje neko-
netné pravdépodobnostni prostory, ale v mnoha konkrétnich p¥ipadech
Je to pfinejmendim uZite¢ny névod, jak pravdépodobnost pocitat.

O nekoneénych pravdépodobnostnich prostorech. Tim, e jsme
se omezili na kone¢né pravd&podobnostni prostory, jsme si situaci mate-
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KdyZ si matematikové polozili tuto otazku, dlouho se nedafilo najit
feSeni; konstrukce takovych turnaji je obtiZzni. Pravdépodobnostni
metodou se ukadZe existence takového vysledku turnaje, pro dost velké
n, pomérné snadno. '

Uvazme nahodny turnaj, kde si pfedstavujeme, e vysledek kaz-
dého zipasu je uréen nestrannym losem. Podivime se na pevné zvo-
lenou trojici hraca z,y, z. Pravdépodobnost, Ze n&jaky jiny hraé w
s nimi se viemi vyhraje, je 273 = 31—, tedy pravdépodobnost Ze w pro-
hraje aspoi s jednim je 87" Jaka je pravdépodobnost, Ze kaidy zn —3
hra¢d w (riznych od z,y,z) prohraje aspof s jednim z z,y, 2?7 Pro
rizné hrace w jsou vysledky jejich zdpasi s z,y, 2 na sobé& nezivislé,
a tedy tato pravdépodobnost je (£)"3. Trojici {z,y,z} lze volit (3)
zplsoby, proto pravdépodobnost, Ze pro aspoii jednu z t&chto trojic
x,y, z neni 24dny dal3f hrag, jen z,y i z porazil, je nejvys (3) ()3
Pro n > 91 je tato pravdépodobnost mensi nez 1, proto existuje né-
jaky vysledek turnaje n hraca s poZzadovanou vlastnosti. ]

Cviéeni

1. UkaZte, Ze ndhodny graf skoro jist& obsahuje trojihelnik (tim podate
jiné FeSeni piikladu 9.2.7).

2* UkaZte, Ze ndhodny graf je skoro jisté souvisly.

3. Najdéte piiklad 3 jevlh v néjakém pravdépodobnostnim prostoru tako-
vych, Ze kazdé dva jsou nezavislé, ale viechny 3 nezdvislé nejsou.

4. Ukaite, Ze jsou-li A, B nezdvislé jevy, pak také jejich doplikky 0\ A4,
2\ B jsou nezavislé.

5. (a) UkaZte podle definice, Ze jevy Ay, ..., A, v prostoru C,, definované
v textu za definici 9.2.8, jsou skutetné nezivislé.
(b)* Bud (9, P) koneény pravdépodobnostni prostor, v ném¥ existuje
n nezivislych jevi A,,..., A, takovych, e 0 < P(A;) < 1 pro kaZdé
i. Dokazte, Ze |0} > 2™.

6. Necht (Q, P) je kone¢ny pravddpodobnostni prostor, v ném% viechny
prvky maji pravdépodobnost 1/|€}. UkaZte, Ze je-li || prvoéislo, pak
74dné dva netrividlni jevy (rtizné od @ a Q) nejsou nezévislé.
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7. Pro jednoduchost predpoklidejme, 7e pravdépodobnost narozeni kiuka
i holky je stejnd (co? ve skutetnosti neni zcela tak). O jisté rodiné
vime, Ze maji pfesn& dvé déti, a aspoit jedno z nich je kluk. Jaks je
pravdépodobnost, Ze maji dva kluky?

9.3 Stfedni hodnota

9.3.1 Definice. Necht (2, P) je néjaky koneény pravdépodobnostni
prostor. Ndhodnou veli¢inou na Q nazveme kazdé zobrazeni f:2-R.

Néhodn3 veli¢ina f tedy piifazuje kazdému elementdrnimu jevu
w € {) n&jaké redlné &islo f(w). Ted ndkolik piikladt nadhodnych veli-
éin:

9.3.2 Piiklad (Podet jednitek). Je-li C, prostor viech n-
prvkovych posloupnosti nul a jednicek, miizeme definovat ndhodnou
veli¢inu f, takto: pro posloupnost s, fi(s) je podet Jednicek v s.

9.3.3 Priklad (Po&et %ivych zajict). Kazdy z n loved zamif na
Jjednoho ndhodné vybraného z n zajicd, a vichni nardz vystreli. N&-
hodné veli¢ina f; je pocet presivsich zajiclt (za predpokladu, Ze se
kaZdy lovec trefi). Formélné, pravdépodobnostni prostor zde bude
mnozina v8ech zobrazeni p mnoZiny {1,2,... ,n} do sebe, kazdé s prav-
dépodobnosti n™™", a fa(u) je podet bodii mino obraz 1.

9.3.4 Piiklad (Podet levych maxim). Na pravdépodobnostnim
prostoru S, vSech permutaci na mnoZiné {1,2,...,n}, definujeme
nihodnou velitinu f3: f3(m) je pocet levjch maxim permutace T,
t.j. pocet i takovych, 7e m(i) > () pro viechna j < i. Pfedstavme
si zdvod tieba ve vrhu kouli, a pro Jednoduchost predpoklidejme,
Ze kazdy zdvodnik podiva stabilni vykon, t.j., pokaZdé hodi stejné.
V prvni sérii hodit hdzi n zdvodnikié v nihodném poradi. Potom
f3 bude udadvat, kolikrdt se v této prvnf sérii hodd ménil zdvodnik
s dosud nejlepsim vykonem.
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9.3.5 Priklad (SloZitost tfidiciho algoritmu). A jesté jedna slo-
mend, A dostane jako vstup n-tici éisel xy,...,T,, a na vystup vypise
t4Z Cisla setfidénd podle velikosti. Pfedpoklidejme, %e podet krokii vy-
poctu algoritmu A zavisi jen na poradi vstupnich ¢isel podle velikosti,
takZe si miZeme piedstavovat, Ze na vstupu je néjakd permutace m &i-
sel {1,2,...,n} (tuto podminku splituje mnoho skuteéné pouzivanych
algoritm). Definujeme ndhodnou velid¢inu f4 na prostoru Sp; fa(n) je
pocet krokii, vykonanych algoritmem A pro vstupni permutaci 7.

9.3.6 Definice. Necht (R, P) je kone¢ny pravdépodobnostni prostor,
f ndhodng veli¢ina na ném. St¥edni hodnota f bude redlné ¢islo, které
znatime Ef a definujeme predpisem

Ef =Y P({w})f(w)
weN
(pismeno E je zkratka z anglického ,expectation®, v piekladu , 0éeka-
vani“).

Stfedni hodnotu si miZeme pfedstavovat takto: opakujeme-li mno-
hokréat nadhodnou volbu prvku z ©, bude se priitmérna hodnota f pies
tyto ndhodné zvolené prvky blizit Ef. Jsou-li specidlné vSechny ele-
mentarni jevy w € Q stejné pravdépodobné (jak je tomu téméf ve
v3ech naSich piikladech), je stfedni hodnota f prosté aritmeticky pri-
mér vSech hodnot f: :
1 -

- ‘EN VAR

o)

Ef =

flw)

Pokracovini piikladu 9.3.2 (Poé&et jednidek). Pro ilustraci vy-
pocteme stifedni hodnotu ndhodné veli¢iny f;, poétu jednicek v na-
hodné n-clenné posloupnosti nul a jednicek, podle definice. Veli¢ina
f1 m3 hodnotu 0 pro jedinou posloupnost (samych nul), hodnotu 1
pro n posloupnosti,.. ., hodnotu k pro (}) posloupnosti z C,. Proto

Ef1=§;kz_:l(2)k.

9.3 Stredni hodnot: 27H

L

Jak se pocita v prikladu 10.1.2, je suma na pravé strané rovna n27~1,
takie Ef; = n/2. To ovSem souhlasi s intuici, Ze pfi n hodech minci
v priméru padne polovina lict.

Hodnota Ef; se d4 stanovit jednodu3eji, nasledujicim trikem. Pro
kazdou posloupnost s € C,, uvazme posloupnost 3, kterd vznikne ze s
zdménou jedniek na nuly a obricens. Plati f1(s) + f1(3) = n. Toho
vyuZijeme takto:

Efy=2"" Z fl(s) = o9 Z (f1(s) + f1(3)) = Qinillcnl” = g

SEC, s€Cy

PopiSeme nyni metodu, ji¥ se stfedni hodnota Zasto d4 spocitat
velmi jednodu3e (vidéli jsme, Ze vypodet podle definice je i v jedno-
duchych p¥ipadech pracny). Potfebujeme na to definici a jednoduchou
vétu.

9.3.7 Definice. Bud' A C  jev v néjakém pravdépodobnostnim pro-
storu (2, P). Indikdtorem jevu A nazveme nihodnou velid¢inu, I, :
2 — {0,1}, definovanou ndsledovné

prow € A

_J1
Talw) = | 0 prowgA

9.3.8 Pozorovani. Pro kazdy jev A, EI4 = P(A)

Dukaz. Podle definice stfedni hodnoty je
Ely =) Ir(w)P({w}) = 3 P({w}) = P(4)
weN w€A
O
Nasledujici tvrzeni je skoro skoda nazgvat vétou, jeho dikaz z de-

finice je bezprostiedni a pfenechivime jej &tenafi. Je to viak tvrzeni,
které ndim bude v dal$im velice uzite¢né.




276 Kapitola ¢ fr wfr podobnostni diikazy

9.3.9 Véta (O linearit& stfedni hodnoty). Budte f a g libovolné
ndhodné veli¢iny na koneéném pravdépodobnostnim prostoru (2, P),
a redlné ¢islo. Potom E(af) = aBf, E(f + g) = (Ef) + (Eg).

Zdiraznéme, Ze f a g mohou byt naprosto libovolné, nemusi tedy
byt v Zddném smyslu nezivislé nebo tak n&co. Pokradujeme nékolika
piiklady toho, jak se 9.3.7-9.3.9 daji vyuZit.

Dalsi pokraovani prikladu 9.3.2 (Poéet jedniéek). Spoéitame
Ef;, pramérny pofet jednicek, asi nejelegantnéjsim zplisobem. Jev A;
na prostoru C, bude ,,v i-tém hodu padne lic*, &ili mnoZina vech po-
sloupnosti, majicich na i-tém misté jednitku. Ziejmé P(4;) = % pro
kazdé i. Viimnéme si, Ze pro kaZdou posloupnost s € C, je fi(s) =
Ia,(s)+Ta,(s)+---+14,(s) (trividlni tvrzeni jsme jen zapsali v trosku
komplikovanéj$im znaéeni). Z linearity stfedni hodnoty a pak z pozo-
rovani 9.3.8 dostaneme

-

Efi =Els +Els+ +EI4, =P(A; P(A)+  +1(A,) =

b2 |

O

Pokracovani ptikladu 9.3.3 (Poéet Zivych zajicii). Budeme
pocitat Efy, stfedni hodnotu po¢tu nezastfelenych zajici. Tentokrat
A; bude jev ,i-ty zajic pieZije“, formalné A; bude mnoZina vech
zobrazeni pu, kterd nic nezobra.zi na i. Pravdépodobnost, Ze j-ty lo-
vec stieli i-tého zajice je ﬁ, a protoze lovci si vybiraji nezavisle, je

P(4;) = (1 —1/n)". Déle postupujeme jako v piedchozim piikladé:

n
n
Ef, =Y El4, = ZP(A (1—;) na
i=1
(jak zndmo z analyzy, (1 — /n)" konverguje k e~1) O

Pokracovéni piikladu 9.3.4 (Po&et levych maxim). Budeme
ted poéitat stfedni hodnotu poétu levych maxim nihodné permu-
tace, Ef3. Zde A; bude jev i je levé maximum 7%, t.j. A; = {m; 7 (i) >

9.3 Stredni hodnota 277

wews

m(j) pro j = 1,2,...,i — 1}. Tvrdime, e P(4;) = —. Nejnazornéjsi je
si pfedstavit, Ze nahodnou permutaci 7 vyrabime takovymto postu-
pem: Zalneme s ,hromadkou” é&isel {1,2,. ..,n}. Vytdhneme z hro-
madky jedno ndhodné zvolené &islo, a prohlasime jej za m(n). Potom
ze zbyvajicich ¢isel v hromadce vytdhneme dalsi nshodné ¢islo, to
bude n(n — 1), atd. Hodnota = (i) se voli v okamziku, kdy v hromédce
zbyvd pravé i cisel. Pravdépodobnost, e jako 7 (i) zvolime nejvetsi
z t&chto 7 Cisel (coZ je pravé jev A;), je tudiz % Zbytek vypoétu je
jako v pfedchozim:

1 1 1
Efs = ZEIA—ZP(A)—1+2+3+ S
i=1 i=1
Hodnota souttu pfevracenjch hodnot, k nému# jsme dospéli, je pfi-
blizné Inn, viz cvideni 2.4.12. ]

Cviceni

1. UkaZte na piikladech, Ze pro libovolné ndhodné veli¢iny f, g obecné
neplati ani jedna z rovnosti E(fg) = (Ef)(Eg), E(fz_) = (Ef)?,
E(1/f) = 1/Ef.

2. DokaZte, Ze pro libovolnou ndhodnou veli¢inu f plati E(f2) > (E )2

3. Necht f() je potet pevnych bodii permutace = (viz &4st 2.7). Spoététe
Ef pro ndhodnou permutaci r € S,,.

4. Bud 7 ndhodnd permutace mnoZiny {1,2,...,n}.

(a)* Uréete stfedni délku cyklu 7 obsahujiciho &slo 1.
(b)* Urdete stiedni pocet cykld .

5. Hodime nx po sob& desetlkorunovou minci, na niZ pada lev i Hrad¢ana

s pravdepodobnostl - Kolik je stfedni podet ,,sérii“ (série jsou iseky,

kdy pada stejni strana napf. nejdfiv je série 2 lv, pak 3 Hrad¢any,
atd.)?

6* V prvni niddob& je n cervenych kulitek a ve druhé n modrych kuli-
¢ek. Vezmene ndhodné vybranou kulitku z prvni ndoby, ndhodng vy-
branou kuli¢ku z druhé nidoby, a d4me je do opaénjch nddob ne? ze
kterych jsme je vytahli. DokaZte, ze opakujeme-li to kx, je stiedni hod-
nota pottu ervenych kulitek v prvni nddobé rovna in (1 +(1- %)k)




