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Prednaska 1

Uvod, cile kursu, literatura

Kurs je urcitym tvodem do partii teorie algoritmu, predevsim partii, které se nazyvaji
vydislitelnost (computability) a sloZitost (complexity). Zakladnim tkolem teorie vy¢islitel-
nosti je charakterizovat ty problémy, jez jsou algoritmicky FeSitelné (vyé€islitelné, vypodi-
tatelné). Teorie sloZitosti se pak zabyva predevsim otdzkou, jak jsou prislusné vypocty,
potazmo algoritmy, slozité (z hlediska néroku na ¢as, pamét apod.).

Konkrétnéjsi predstavu o naplni kursu si lze udélat z obsahu. Napf. si tak lze vSimnout, ze
kurs se dotkne mj. téZ obecnych metod navrhu algoritmi, coz je dilezité téma, které do
ramce vycislitelnosti a slozitosti spadé jen nepfimo. (V obsahu je pro lepsi orientaci rovnéz
uvedeno piedpokladané rozdéleni probirané latky do jednotlivych pfednasek kursu.)

Cile kursu

Absolvent m4 ziskat hlubsi (teoreticky) zaklad pro pojmy sloZitosti algoritm® a problémt,
i pro jejich analyzu (odhady) u konkrétnich pfipadé — mj. u algoritmi navrhovanych obec-
nymi metodami (prohledavani, “rozdél a panuj”, ‘greedy’ p¥istup, dynamické programo-
véni). Déle ma zvladnout klasifikaci typickych (praktickych) problému vzhledem k zaklad-
nim tfiddm slozitosti (PTIME, NPTIME, PSPACE, ...), véetné prokazani piipadné neroz-
hodnutelnosti problému. Rovnéz mé ziskat pfedstavu, podlozenou pochopenim konkrétnich
prikladi, o problematice aproximacnich, pravdépodobnostnich, paralelnich a distribuova-
nych algoritm.

Pozndmka. U kazdé kapitoly textu jsou vedle strucného obsahu uvedeny studijni cile. Ty
jsou uvedeny jen orientané, nelze je chapat tak, Ze by pfesné vyjadiovaly, co mé (a co
nemusi) studujici zvladnout.

Literatura

Zékladni studijni pomtickou ke kursu je predkladany pracovni text a je jej mozné vyuzit i
jako zaklad samostudia. Text je ovSem na mnoha mistech velmi stru¢ny; jeho studium by
meélo byt vyznamné ulehéeno aktivni Gcasti na prednaskach a cviéenich (kde jsou studované
pojmy a metody nazornéji ilustrovany na prikladech, myslenky textu jsou déle rozvedeny
a vysvétleny, apod.).

Poznamka. Program cviceni bude pribézné zviejnovan na Webu

http://www.cs.vsb.cz/jancar/VYCSLOZ/vycsloz.htm;
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priklady a referdty na nich probrané jsou integralni soucasti kursu !

Velmi vhodné by samoziejmé bylo, aby si posluchaci znalost a pochopeni probiranych té-
mat upevnili studiem dals{ odborné literaury. Uvedme alesporti nékteré knihy v cesting ¢i
slovenstiné pokryvajici ¢dsti prednasené latky. Partie z teorie sloZitosti (véetné konkrétnich
algoritm@ a problémi) najdeme napf. v knihdch [Kuc83], [Mor84] (zejména prvni z nich
viele doporucuji !). Dalsi partie (jako Turingovy stroje, problém zastaveni, zavedeni vypo-
Ctové slozitosti aj.) jsou pokryty napt. v knihdch [Chy84|, [HU78]. Déle napt. 1.kapitola
knihy [Man81] je struéné vénovéna teorii vy¢islitelnosti.

Podstatné bohatsi je literatura v angli¢ting. Z ni je mozné doporucit nap¥. [Sip97], [Har93],
[CLRY0], [HU79]. Samozfejmé spoustu relevantniho materidlu (rizné kvality) lze také zis-
kat “surfovanim” na Webu.

Pozndmka. Jako vzdy, ¢lovek se nejvice nauci vlastnimi aktivnimi pokusy o feSeni piislus-
nych problémt — soubézné s “pasivnim” studiem. Teprve (a jen) tehdy muZe pochopit, o
co vlastné jde, a ocenit nastudované Feseni.

1 Slozitost algoritmu. Model RAM.

Struény obsah: Pojem slozitosti (¢asové ¢i pamétové naro¢nosti) algoritmu — vztazen k re-
ferenénimu abstraktnimu modelu pocitace a definovan jako funkce velikosti vstupu. Model
(referen¢niho) stroje RAM (tj. pocitace s okamzitym pi{stupem k libovolné butice paméti);
jednotkova vs. logaritmickd mira v definici slozitosti. Jako priklad algoritmy bubblesort a
heapsort; pro ilustraci navrh a analyza ¢asové slozitosti RAMu pro bubblesort.

Studijni cile: (Pochopit a) umét vysvétlit pojem sloZitosti algoritmu véetné role referenc-
niho modelu poéitade. Schopnost porozuméni a analyzy sloZitosti (jednoduchych) programt
pro RAM. Umét vysvétlit roli jednotkové a logaritmické miry v definici slozitosti. Pocho-
peni programovani na trovni RAMu, které dostacuje pro analyzu algoritmt zapsanych
jazyky ‘vyssi Grovné’.

Ctenaf uz jisté ma urcitou predstavu o tom, Ze nap¥. pro jeden a tentyZ problém existuji
riizné algoritmy, které ho Fesi; takové algoritmy (a koneckoncl nejen ty Tesici stejny pro-
blém) je moZné vzdjemné srovnavat z riznych hledisek. Pro konkrétnost si pfipometime
problém t¥idéni (sorting; v ¢estiné by zde byl vhodnéjsi termin ‘sefazovani’):

Ndzev (oznaceni) problému: Tridéni cisel
(Oéekdvany) vstup: koneénd posloupnost pfirozenych ¢isel

(Pozadovany) vystup: posloupnost tychz ¢isel usporddani podle velikosti ve
vzestupném poradi.

V ucebnicich se ¢asto mezi prvnimi algoritmy fesicimi dany problém uvadi tzv. bubblesort,
jehoz zakladni myslenka se da vyjadrit takto:
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Projdi posloupnost zleva doprava, pricemz prohazujes sousedni dvojice Cisel,

pokud v nich vétsi ¢islo predchézi mensimu.

Tento postup prochézeni posloupnosti opakuj, dokud nedostanes kompletné
usporadanou posloupnost.

Pozndmka. Poznamenejme, ze bubblesort se v ucebnicich vyskytuje spise jako odstrasujici
priklad (jelikoZ lze snadno navrhnout podstatné lepsi algoritmy, jak o tom také budeme
hovorit déle). My zde tento algoritmus také uvadime jen pro jeho jednoduchost a ilustraci
déle zkoumanych pojmi, nikoliv snad pro jeho ‘hodnotu’.

Zpresnéné vyjadreni algoritmu programétorskym pseudokédem by mohlo vypadat takto:

{¢leny vstupni posloupnosti jsou oznaceny A[l], A[2],... An]}
while Nesetiidéno do
fori:=1ton—1do
if A[i] > A[i + 1] then prohod A[i] a A[i + 1]

(V této chvili se na$ navrh nezabyva tim, jak se pfifazuje do booleovské proménné ‘Nese-
ti{déno’.)

Po presvédéeni se, ze algoritmus je korektni — tj. vzdy skonéi a vyslednd posloupnost je
usporddand (jak byste to dokédzali ?), je mozné vyuzit vétsiho porozuméni predepsaného
procesu tiidéni a upravit (a zpFesnit) algoritmus nésledovné:

Bubblesort — progr. verze

{¢leny vstupni posloupnosti nejprve nac¢teme do pole A}
{ptedp., Ze ¢leny jsou nenulové a hodnota 0 oznacuje konec vstupu}

n = 0;
repeat

n:=n+ 1; read(A[n])
until A[n] = 0;
n:=n-—1;

{v n je uloZen pocet ¢lent vstupni posloupnosti}
for j:=1ton—1do
fori:=1ton—jdo
if A[i] > Ali + 1] then (pom := A[i]; Ali] := Ali + 1]; A[i + 1] := pom);
{vysledna sefazena posloupnost se vypise}
for i :==1ton do
write(Afi])

Ze tento algoritmus (to je v¥podetni proces jim predepsany) pro kazdou (kone¢nou) vstupni
posloupnost skondi, je zde zfejmé (pro¢ ?); presvédite se, pro¢ je vyslednd posloupnost
urcité usporadana.
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Jak jsme uz zminili, bubblesort zdaleka neni nejlepsim algoritmem pro dany problém t¥idéni.
Pfipomerime si ted metodu (¢ili algoritmus) heapsort. K tomu je potiebné si pfipomenout
datovou strukturu halda (heap), tj. (specidlni) bindrni strom: kazdy vrchol v je ohodnocen
¢islem n(v) (prvkem t¥idéné posloupnosti), pii¢emz je-li v’ naslednikem v, pak n(v) < n(v’).
Zarazeni dalsiho prvku do haldy i vybér nejmensiho prvku z haldy se daji snadno realizovat
x kroky, kde z je hloubkou haldy (stromu); pii po¢tu vrcholi n je tedy pfiblizné x = logn.

Pozndmka. V informatice pfi neuvedeni zdkladu logn vétsinou myslime dvojkovy logarit-
mus log, n. Pozdéji vysvétlime, pro¢ je zaklad logaritmu pro tcely analyzy algoritmi v
zasadé nepodstatny.

Dulezitou myslenkou algoritmu heapsort je rovnéz efektivni zptsob reprezentace haldy
jednorozmérnym polem.

Ve se d& vydist z ddle uvedeného pseudokddu; je oviem velmi zaddouci, at si ¢tenai b&h
algoritmu ilustruje (pfipomene) na rozumné zvoleném malém piikladu.

Heapsort — progr. verze

{proménnd H predstavuje haldu (var H: array[l.. | of integer)}

{kon udéavé aktudlni koncovy index haldy}

kon:=0; {halda je prdzdna}

read(clen);

while clen # 0 do
Zarad-do-haldy(clen); read(clen);

while kon > 0 {halda neni prazdna} do
Vydej-min-z-haldy(clen); write(clen)

procedure Zarad-do-haldy(k);

kon := kon + 1; H[kon] := k;

p = kon;

while (p > 1 and H[p div 2| > H[p]) do
prohod Hlp div 2] a H[p]; p :=p div 2;

procedure Vydej-min-z-haldy(var min);
min = H[1];
if kon > 1 then H[1] := Hlkonl;
kon := kon — 1;
p:=1
while (2% p+1 < kon and (H[p| > H[2*p| or H[p| > H[2*p+ 1])) do
if H2xp] < H[2xp+1]
then (prohod H(p] a H[2 % p]; p:=2xDp)
else (prohod Hp] a H2xp+1]; p:=2%p+1);
if (2% p = kon and H[p] > H[2 * p])
then prohod Hp| a H|[2 * p]
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Oba algoritmy (bubblesort a heapsort) Tesi nas problém t¥idéni, pficemz heapsort je oci-
vidné slozit&jsi z hlediska ndvrhu, zdpisu i porozuméni (ovéfeni spravnosti). V ¢em je tedy
heapsort lepsi 7

ZkuSeny Ctenar asi odpovi, Ze heapsort ma mensi ¢asovou slozitost (ndro¢nost) nez bubble-
sort. Oznacujeme takto fakt, ze (hodné neformalné feceno) heapsort ‘béhé rychleji’ nez
bubblesort. Urditym zpusobem se o tom muZzeme presvédcit, naprogramujeme-li obé me-
tody v nami oblibeném programovacim jazyku a srovname béh obou programi na pocitaci
na sadé instanci (tj. povolenych vstuptl) problému t¥idéni — pro kazdou instanci méifme
Cas, ktery na jeji zpracovani jednotlivé programy spotfebuji.

Doufejme, Ze ¢tenaf neni natolik ‘prakticky orientovany’, ze mu vyse zminény test staci, ale
Ze by rad vice porozumél, pro¢ tomu tak je, a své poznani opfel o solidnégjsi zaklad. (Nemél
by stacit argument ‘Protoze jsem bubblesort a heapsort naprogramoval v Cécku a na mnou
zvolenych deseti piikladech bézel heapsort na PC-¢ku vzdycky rychleji, je heapsort lepsi’).

Chtélo by to definovat pro kazdy algoritmus néjakou kvantitativni charakteristiku, na-
zvéme ji Casova slozitost (¢i jen sloZitost, kdyZ se ‘Casovd’ rozumi samo sebou), podle které
pak bude mozné rtzné algoritmy srovnavat. Slozitost ovSsem musi zachycovat ‘dobu béhu’
globalné — tj. pro vSechny piipustné vstupy, nejen pro vybranou sadu testovacich piipadi.

Nabizi se zminénou ¢asovou sloZitost algoritmu prosté definovat jako funkei (zobrazeni),
kterd kazdému (pi{pustnému) vstupu piifazuje ‘dobu b&hu’ algoritmu na onen vstup. To
mé ovSem nékolik “vad na krdse” (napf. pak neni jasné, jak srovnavat rychlost algoritmi

pracujicich s riiznymi vstupy). Jako vhodnéjsi (jednodussi a pFitom postacujici) se ukazuje
definovat

sloZitost jako funkci velikosti vstupu.

Pozndmka. SloZitost (jakozto funkce) ma vétsinou nekonecny definiéni obor (napf. i v
nasem problému t¥idéni délku vstupni posloupnosti nijak neomezujeme); nelze ji tedy zadat
vy¢tem hodnot, ale je nutno hledat néjaky koneény popis (napf. algebraické vyjaddieni jako
3n% — 4n + 3 apod.).

Vstupt se stejnou velikosti n ovSem miuze byt hodné a vypocty pro tyto jednotlivé vstupy
mohou trvat raznou ‘dobu’. Co je pak hodnotou slozitosti (tj. zminéné funkce) pro n ? Pro
praktické ucely casto staci pristup

podle nejhorsiho mozného pripadu (worst-case),

kdy dané velikosti n pfifazuje ona funkce maximum z ‘dob béhu’ algoritmu na vsech vstu-
pech velikosti n.

Musi se samoziejmeé vyjasnit nékolik véci — napt. co je to velikost vstupu. Pozdéji se k tomu
jesté vratime, ted poznamenejme, Ze u naseho problému tiidéni je vétSinou postacujici
velikost vstupu definovat jako pocet ¢lenti zadané posloupnosti (pozdéji dodame: pokud je
velikost ¢isel=¢lent omezend).
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Pozndmka. Obecné pouzitelné Feseni je chapat velikost daného vstupu jako pocet bitt, které
vstup zabird (pii “pfirozeném” zakédovéani). Casto lze viak dostatecné vysledky analyzy
sloZitosti dosdhnout bez nutnosti uvazovat tuto “nizkou” troven (kterd mize pfidavat
zbyte¢éné technické komplikace).

Jisté jste si povSimli jiného velmi slabého mista v uvedenych definicich: uzivani pojmu
‘doba béhu’. Vzdyt nap¥. pfi riiznych implementacich (v riznjych programovacich jazycich,
na riznych pocitacich apod.) budou ‘doby béhu’ jednoho a téhoz algoritmu pro jeden a
tentyz vstup rtzné ! Jako nejvhodnéjsi exaktni definovani pojmu ‘doba béhu’ se ukazuje
volba néjakého (abstraktniho) modelu pocitace, ke kterému se pak budeme odkazovat
jako k jakémusi referenénimu modelu; dobu béhu, tj. ‘dobu trvani vipocétu’ (neboli délku
vypoctu), pak budeme méfit poc¢tem provedenych (elementarnich) instrukei.

Modeli slouzicich témto tfelim byla navrzena celd fada (pozdgji se k tomu jesté dosta-
neme). My se ted sezndmime se strojem RAM (Random Access Machine), ktery je ¢esky
nékdy zvan ‘pocitac s libovolnym pristupem’; ndzev neni zcela vystizny, znamené prosté to,
Ze piistup k libovolné butice paméti je okamzity (¢i asi vhodnéji: doba pfistupu k libovolné
burice paméti je konstantni).

Abstraktni stroj RAM (Random Access Machine)

Stroj RAM se skladd z programové jednotky, (operacni) paméti, vstupni jednotky a vy-
stupni jednotky. (Pro ilustraci je vhodny obrazek, ¢tendf je vyzyvén, af si jej nakresli.)

V programové jednotce je zapsan program, tvoreny konecnou posloupnosti instrukei (pfi-
kazi), které budou popsény déle. Dale je v ni programovy registr ukazujici, kterd instrukce
mé byt v daném okamziku provadéna (programovy registr prosté obsahuje pofadové ¢islo
prislusné instrukce).

Pamét je tvofena potencidlné nekoneénym polem paméfovych bunék ocislovanych (adre-
sovanych) pfirozenymi &sly 0,1,2,...; kazda buitka miize obsahovat libovoiné velké celé
¢islo. Buiiky s adresou 0 a 1 maji zvlastni postaveni a nazyvaji se pracovni registr (buiika
0) a indexovy registr (buitka 1).

Vstupni jednotka se skldda z (potencidlng nekonecné) pasky rozdélené na policka, z nichz
kazdé muze obsahovat libovolné velké cel€ cislo, a z hlavy, ktera v kazdém okamziku snima
jedno z policek pasky. Zakladni krok v ¢innosti hlavy spociva v precteni obsahu snimaného
policka a posunuti doprava o jedno policko.

Podobnym zpusobem je konstruovana vystupni jednotka, jejiz hlava je vsak schopna pouze
zapisovat do policek vystupni pasky a posouvat se zleva doprava o jedno policko.

V podétecni konfiguraci (tj. na zadatku vypoctu) je na uréitém pocéateénim tseku vstupni
pésky uloZen vstup (prvnich n poli¢ek, pro ur¢ité n, obsahuje (vstupni) ¢isla ¢y, ca, . . ., ¢y;
vstupni hlava snimd prvni buiiku s éslem ¢;). Zbyla policka vstupni pasky, vSechna policka
vystupni pasky a véechny pamétové butiky obsahuji ¢islo 0; programovy registr ukazuje na
prvni instrukei programu (tj. obsahuje éislo 1).



P. Jancar: Vy¢islitelnost a sloZitost 9

Konfigurace (tj. stav vipoctu) se méni krok za krokem provadénim ptedepsanych instrukei.
(Je moZné si predstavit, ze RAM m4 jesté jakési vikonné jednotky, jako napf. aritmetickou
jednotku, umoziiujici provadéni p¥islusnych operaci).

Nyn{ uvedeme instrukee stroje RAM, z nichz lze sestavovat program (pro nazornost se ¢te-
naf muze podivat na konkrétni RAM-program — v prvnim sloupci na ‘obrazku’ o nékolik
stran déle). Tvary ‘operand®’ instrukci a jejich pfislusné hodnoty jsou patrny z nésle-
dujici tabulky (¢ je zapis pfirozeného ¢isla). Za touto tabulkou pak jiz nasleduje ptehled
instrukei, logicky rozdélenych do nékolika skupin. (Oznaceni ‘névésti’ zde predstavuje pii-
rozené c¢islo, udavajici poradové ¢islo instrukce, ktera bude provadéna jako nasledujici,
dojde-li ke skoku.)

Tvary operandii

tvar hodnota operandu

=1 pfimo ¢islo udané zapisem 14

i ¢islo obsazené v buiice s adresou ¢

*1 ¢islo v burice s adresou i + 7, kde j je aktudlni obsah index. registru

Instrukce vstupu a vystupu (jsou bez operandu):

ZAapis vyznam

READ  do prac. registru se ulozi ¢islo, které je v policku snimaném
vstupni hlavou, a vstupni hlava se posune o jedno poli¢ko doprava
WRITE vystupni hlava zapiSe do snimaného policka vystupni pasky obsah prac.
registru a posune se o jedno policko doprava

Instrukce pfesunu v paméti:

zZapis vyznam

LOAD operand hodnotou operandu se piepiSe obsah prac. registru
STORE operand hodnota operandu se pfepiSe obsahem prac. registru
(zde se neptipousti operand tvaru = 7)

Instrukce aritmetickych operaci:

ZAapis vyznam
ADD operand ¢islo v prac. registru se zvysi o hodnotu operandu
(tedy pficte se k nému hodnota operandu)
SUB operand od ¢isla v prac. registru se odecte hodnota operandu
MUL operand ¢islo v prac. registru se vynasobi hodnotou operandu
DIV operand Cislo v prac. registru se ‘celo¢iselné’ vydéli hodnotou operandu

(do prac. registru se ulozi vysledek piislusného celoéiselného déleni)
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Instrukce skoku:

Zapis vyznam

JUMP navésti vypocet bude pokracovat instrukei uréenou navéstim

JZEROQO naveésti je-li obsahem prac. registru ¢islo 0, bude vypocet pokracovat instrukci
urcenou navéstim; v opa¢ném piipadé bude pokracovat
nasledujici instrukei

JGTZ navésti  je-li ¢islo v prac. registru kladné, bude vypocet pokracovat instrukei
uréenou naveéstim; v opaéném pripadé bude pokracovat
nasledujici instrukei

Instrukce zastaveni

zapis vyznam

HALT  vypocet je ukoncen (‘regulérné’ zastaven)

Jak l1ze ocekavat, provedeni instrukce zpravidla také znamena zvyseni programového citace
o jednicku (vypocet pokracuje provadénim bezprostfedné nasledujici instrukee); vyjimkou
jsou piipady, kdy dojde ke skoku (a také pfipad instrukce HALT).

Predpokladame, Ze kdykoli by mélo pii béhu dojit k nedefinované akci (déleni nulou, progr.
¢ita¢ ukazuje ‘mimo program’, adresa pii pouZiti operandu *i vyjde zdpornd), vypocet se
(‘neregulérné’) zastavi.

Znadeni. N v celém textu oznacuje mnozinu vsech pfirozenych ¢isel {0,1,2,...}.

Nyn{ mtiZzeme pro RAMy (RAM-programy, chcete-li) exaktné definovat ¢asovou a paméto-
vou slozitost (jakozto funkce velikosti vstupu). PFitom se omezujeme jen na RAMy, které
se pro kazdy vstup zastavi (provedou HALT, piipadné skonéi ‘neregulérné’); nekoneénou
¢asovou ani pamétovou slozitost neuvazujeme.

Definice 1.1 Velikosti vstupu stroje RAM rozumime pocet bunék (vstupni pdsky), které
dany vstup zabird.

Délka vypoctu RAM-stroje M pro konkrétni vstup se definuje jako pocet provedeni in-
strukct, které M pro dany vstup vykond, neZ se zastavi.

Casovou slozitost! RAM-stroje M rozumime funkci Thy - N — N, kde T (n) znamend
délku vipoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorsim piipadé; tedy Th(n) = mazx {k | k
je délka vgpoctu M nad (néjakym) vstupem velikosti n }.

Definice 1.2 Velikosti paméti RAM-stroje M (potiebné pii vgpoctu) pro konkrétni vstup
rozumime ¢islo p+1, kde p je mazimum z adres bunék, jez jsou béhem vypoctu (nad danym
vstupem) navitiveny.
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Pamétovou slozitosti (nebo téZ prostorovou slozitosti) RAM-stroje M rozumime funkci
Sy N — N, kde Syr(n) znamend velikost potiebné paméti pii vipocétu M nad vstupem
velikosti n v nejhorsim pripadé; tedy Sy(n) = max {k | k je velikost paméti potiebné pfi
vypoctu M nad (néjakym) vstupem velikosti n }.

Pozorny ¢tenaf si uz mozna vsiml podezielého mista v uvedenych definicich: nijak neome-
zujeme velikost ¢isla, které je mozno uloZit do jednotlivé buitkky paméti ! P¥itom velikost
paméti zabrané danou buiikou (a ¢as elementarni operace pracujici s danou buitkou) cha-
peme jako jednotku, jinymi slovy uvazujeme tzv.

jednotkovou (¢i uniformni) miru.

Takto vSak lze ‘Sikovné Setfit pamét’ kédovanim celé série ¢isel (napf. matice ¢isel) ¢islem
jedingm. Podobnymi ‘triky’ se da Setfit i ¢as vypoctu (pocet provedenych instrukci) a
ziskané vysledky pak neodpovidaji realité.

Pokud podobny efekt hrozi, uvazuje se misto jednotkové miry
mira logaritmickd:

je-li v buiice uloZeno &islo z, pocita se, ze je takto zabrana pamét velikosti [log,(|z|+1)+1]
(pocet bitl pot¥ebnych k zapsani z; znaky [ ] znamenaji zaokrouhleni nahoru). Podobné i
cena (Cas) provedeni jedné instrukce neni 1, ale je tmérnd velikosti ¢isel, se kterymi se pii
provadéni instrukce operuje.

V nasledujici analyze algoritmti pro problém ti¥idéni budeme uzivat jednotkovou miru. V
tom pripadé ovsem nase analyza muze davat realistické vysledky jen tehdy, kdyz je velikost
tiidénych ¢isel (pfedem) omezend (¢isla maji omezeny pocet cifer); presnéji Feceno, kdyz
je rozumné predpokladat, ze operace jako nacteni ¢isla, porovnani dvou ¢isel apod. trvaji
konstantni cas.

Zkusme nyni naprogramovat algoritmus bubblesort pro RAM a analyzovat jeho ¢asovou
slozitost. Vysledkem vecelku pfimocarého ‘prelozeni’ diive uvedeného pseudokédu (Bubble-
sort — progr. verze) do ‘jazyka’ RAM miize byt nize uvedeny program (pfedpokldddme v
ném, ze vstupni posloupnost neni prazdna).

Vlastni RAM-program, tvofeny posloupnosti 69 instrukci je uveden v prvnim ‘sloupci’. V
druhém sloupci je tentyz program v ponékud srozumitelnéjsi podobé — uziva symbolickych
névesti a symbolického adresovani (N=2, J=3, HM=4, I=5, IPJ=6, POM=7, X=8, A=8;
¢len A[1] bude uloZen v butice 9, A[2] v butice 10, A[3] v butice 11 atd.). T¥eti sloupec ob-
sahuje komentére, ze kterych by mélo byt patrno, ze se skutecéné jedna o ‘preklad’ uvedené
verze bubblesortu. (Pfipometime, Ze vSechny pamétové buiiky maji na zacatku hodnotu 0.)
Bubblesort, RAM-verze

01 LOAD =1 | LOAD =1
02 STORE 1 \ STORE 1

{do indexreg. se vlozi 1, tj.}
{prvni volny index pole A }
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03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

READ
JZERO 10
STORE *8
LOAD 1
ADD =1
STORE 1
JUMP 3
LOAD 1
SUB =1
STORE 2
LOAD 3
ADD =1
STORE 3
LOAD 2
SUB 3
JZERO 58
ADD =1
STORE 4
LOAD =0
STORE 5
LOAD 5
ADD =1
STORE 5
ADD =1
STORE 6
LOAD 4
SUB 5
JZERO 13
LOAD 5
STORE 1
LOAD *8
STORE 8
LOAD 6
STORE 1
LOAD 8
SUB *8
JGTZ 41
JUMP 23
LOAD 5
STORE 1
LOAD *8
STORE 7
LOAD 6

Cykl-vst:

Kon-vst:

Prohod:

READ

{nacteni dalsiho vstupu

}

JZERO Kon-vst {0 znamend konec vstupu }

STORE *A
LOAD 1
ADD =1
STORE 1

{Alindexreg]:=vstup

{

{indexreg. se zvysi o 1

{

JUMP  Cykl-vst {

LOAD 1

SUB =1
STORE N
LOAD J
ADD =1
STORE J
LOAD N
SUB J
JZERO Vystup
ADD =1
STORE HM
LOAD =0
STORE I
LOAD 1
ADD =1
STORE 1
ADD =1
STORE IPJ
LOAD HM
SUB I
JZERO Cykl-1
LOAD 1
STORE 1
LOAD *A
STORE X
LOAD 1IPJ
STORE 1
LOAD X
SUB *A
JGTZ Prohod
JUMP Cykl-2
LOAD 1
STORE 1
LOAD *A
STORE POM
LOAD 1IPJ

{
{

{N obsah. poéet vst. ¢isel

{

{J:=J+1

{

{

{

{skok pii J=N

{

{HM (hor. mez) = N-J+1

{

{I:=0
{
{I:=I+1

{
{
{TPJ=T+1

{

{skok pti [=HM
{

{

{

{X:=A[

{

{

{

{skok pfi X>A[l+1]
{

{

{

{

{POM:=A[]]

{

o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
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46 STORE 1 | STORE 1 { }
47 LOAD *8 | LOAD *A }
48 STORE 8 | STORE X {X:=A[I+1] }
49 LOAD 5 \ LOAD I { }
50 STORE 1 | STORE 1 { }
51 LOAD 8 \ LOAD X { }
52 STORE *8 | STORE *A  {A[l:=X }
53 LOAD 6 \ LOAD 1PJ }
54 STORE 1 \ STORE 1 { }
55 LOAD 7 | LOAD POM { }
56 STORE *8 | STORE *A  {A[l+1:=POM )
57 JUMP 23 | JUMP Cykl-2 { }
58 LOAD =2 | Vystup: LOAD =1 { }
59 STORE 1 | STORE 1 {indexreg.:=1 }
60 LOAD *8 | Cykl-vys: LOAD *A { }
61 WRITE | WRITE {write(A[indexreg.]) }
62 LOAD 2 \ LOAD N { }
63 SUB 1 \ SUB 1 { }
64 JZERO 69 | JZERO Konec {skok pfi indexreg.=N }
65 LOAD 1 \ LOAD 1 { }
66 ADD =1 | ADD =1  { }
67 STORE 1 | STORE 1 {indexreg. se zvysi o 1 }
68 JUMP 60 | JUMP  Cyklvys{ }
69 HALT | Konec: ~ HALT { }

Spoctéme nyni, kolik instrukei bude provedeno pfi zpracovani vstupu velikosti n (v nejhor-
$im mozném piipadé).

Prvni (vstupni) faze vypoctu, od za¢atku po prvni prichod na instrukei s navéstim Cykl-1,
zfejmeé zabere ‘Cas’ (tj. poCet provedeni instrukei)

Tl=2+T+2+3=Tn+7
Podobné t¥eti (vystupni) fize, od skoku na Vystup po Konec, zabere zfejmé Cas
T3=2+9n—-1)+54+1=9n—-1

Vice slozitéjsi je analyzovat zbylou (prostfedni) fazi, od prvniho skoku na Cykl-1 po skok
na Vystup. Také s prihlédnutim k nasi progr. verzi bubblesortu neni ovsem zase tak obtizné
odvodit, Ze ona prostfedni faze trva

T2 = (ni(lo+ (534) +8)) +6

j=1 i=1
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Poznamenejme, ze vzdy predpokladdme ten horsi (tj. delsi k zpracovani) piipad, kdy sku-
teéné dojde k prohazovani prvki (tj. provadi se ‘podprogram’ Prohod).

Vyraz pro T2 mizeme upravovat standardni manipulaci se sumami napf. takto:

n—1 n—1n—j n—t
T2:6+218+Zi34:6+18(n71)+Z34(n*j) =
j=1 j=1 i=1 Jj=1

n—1 n—1
=18n 12434 n-34» j
j=1 j=1

Dosadime-li za prvni sumu n(n — 1) a za druhou sumu (14+2+...+n—1) = (n/2)(n—1),
odvodime pak jiz pfimoc¢arymi Gpravami vztah

T2 =1 +n—12

Celkovy ¢as potiebny pro zpracovani vstupu velikosti n je tedy 71 + T2 + T3 = 17n% +
17n — 6. Oznacime-li nd§ RAM-stroj M a jeho ¢asovou slozitost Ty, ukazali jsme tak, Ze
pro kazdé n > 1 je

Ty(n) = 17?4+ 1Tn — 6

Prednadaska 2

2 Odhady slozZitosti; znaceni O aj.

Strucéng obsah: Znaceni pouzivané v odhadech slozitosti (O, ©, o, 2, w) a jeho vyznam.
[lustrace analyzy primérného pfipadu na pfikladu quicksortu.

Studijni cile: Umét vysvétlit a pouzivat znaceni O, O, o, €2, w uzivané v odhadech slozitosti.
Umeét vysvétlit vyznam a ilustrovat klady a zapory analyzy slozitosti v nejhorsim mozném
a prumérném piipadé.

P#i analyze Casové slozitosti bubblesortu jsme vidéli, ze presné (algebraické) vyjidreni
funkce T); neni technicky tplné trivialni kol jiz u velmi jednoduchého programu. U vétsich
a komplikovanéjsich programii by uz takovy postup byl nesmirné naro¢ny.

Pro nase Gcely (srovnavani algoritmt) nastésti pfesné vyjadreni casové slozitosti neni nutné;
vétsinou postaci ‘rozumny’ odhad pfislusné funkce T);. Napf. v nasem piipadé jsme T,
vyjadiili ve tvaru Ths(n) = an®+bn+c, kde a, b, ¢ jsou konstanty (a = 17, b = 17, ¢ = —6).
KdyZ ndm nezdlezi na pfesné hodnoté onéch konstant, mohli jsme analyzu urychlit (misto
presného pocitani jsme konstanty mohli odhadovat shora — s ur¢itou rozumnou rezervou)
a dospét tak k (hornimu) odhadu nap¥. Ty (n) < 20n* + 50n + 100.
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Vsimnéme si, Ze pro ziskani podobného odhadu jsme bubblesort ani nemuseli fyzicky progra-
movat pro RAM — pokud jiz mame ur¢itou programatorskou zkusenost, dokazeme ¢asovou
slozitost odhadnout napf. jiz z pseudokédu (promyslete si to !).
Uvédomme si dale, Ze v nasem vyjadieni Th;(n) = an®+bn+ ¢ ma ‘nejvéts vahu’ élen an?.
Byt by byla konstanta ¢ ‘hodné mensi nez’ b (ale samoziejmé kladnd), vzdy od jistého n
vyse je hodnota an? (¢im dal vyraznéji) vétsi nez hodnota ‘zbytku’ bn +c; exaktnéji fedeno
bn+c
lim +2 =0

n—oo QN

Zmaceni O, ©, o, Q, w

Ono soustiedéni se na ‘rozhodujici ¢len’ a zanedbavani pfesnych hodnot konstant nas vede
k tzv. znadeni velké-O. O nami zjisténé funkci Ths(n) = 17n? + 17n — 6 pak prosté fekneme
T]\/[(n) (S O('ﬂz)

Piesnéji uvedeme znaceni velké-O takto:

Definice 2.1 Pro libovoiné funkce f,g : N — N fekneme, Ze f € O(g), oznacujeme té

f(n) € O(g(n)), prdvé tehdy, kdy? plati (3k € N)(3ng € N)(¥n > ng) : f(n) < k- g(n).

Je-li f(n) € O(g(n)), ikdme také, ze f(n) roste Ffadové nejvyse jako g(n). O(g(n)) tedy
slouzi jako uréity horni odhad funkce f(n).

Kdy7 tedy fekneme, 7e “bubblesort je v O(n?)” (coZ rozumime jako zkratku pro “Casovi
slozitost algoritmu bubblesort je v O(n%)”), pak neni vyloudeno, 7e jej lze (shora) odhad-
nout lépe. Ve skutecnosti je oviem funkce n? pro bubblesort nejen hornim, ale i spodnim
(fddovym) odhadem (pro¢ ?). K vyjad¥eni podobnych fakti se vedle O hodi i dalsi znaceni
(f, g jsou libovolné funkce f, g : N'— N; pro ptehlednost zde opakujeme i definici O):

e f € O(g), oznacujeme téz f(n) € O(g(n)), pravé kdyz plati
(Fk € N)(3ng € N)(Vn > ng) : f(n) <k-g(n)

e [ €0(g), nebo f(n) € ©(g(n)), znamena, ze f € O(g) a g € O(f).

e [ €o(g), oznacujeme téz f(n) € o(g(n)), pravé kdyz plati
(Vk € N)3no € N)(¥n > ng) : k- f(n) < g(n)

o [ €Q(g), oznacujeme téz f(n) € Q(g(n)) pravé kdyz plati g € O(f), t,
(Fk € N)(Ing € N)(Vn > ng) : k- f(n) > g(n)

e [ € w(g), oznacujeme téz f(n) € w(g(n)), pravé kdyz plati g € o(f), tj.
(Vk € N)(3ng € N)(Vn > ng) : f(n) > k- g(n)

Znaceni O, o hraji roli neostrého resp. ostrého horniho odhadu, znaceni €2, w roli neostrého
resp. ostrého dolniho odhadu. (Jakou roli hraje znaceni © ?)
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Jak uz jsme se zminili, uvedena znaceni se vyuzivaji napf. pro moznost stru¢ného vyjadreni
pii analyze Casové slozitosti (podobné samoziejmé i u prostorové slozitosti) konkrétniho
algoritmu, resp. prislusného (tfeba ani fyzicky nesestrojeného) RAM-stroje M, kdy ndm
vétSinou postali jen uréity odhad (riistu) funkce Ty, odhad, v némz se zanedbédvaji kon-
statni faktory.

Pozndmka. Misto f(n) € O(g(n)) (podobné pro dalsi znadeni) se nékdy (s védomim za-
mérné nepiesnosti) pise f(n) = O(g(n)); tato notace je pak vyhodnéjsi napf. v rovnicich,
v nichz se znaceni O a dalsi vyskytuji.

Rikédme pak také napf. ‘Gasové slozitost algoritmu XY je O(n?)’ misto presngjsiho ‘... je v
o(n?).

K bubblesortu miZzeme dodat, Ze je v ©(n?). Potom fakt (ktery se da p¥imocare ukazat),
ze heapsort je v O(nlogn) (je i v ©(nlogn)), skutednd prokazuje, ze heapsort je lepsi nez
bubblesort (pro dostatecné velké vstupy).

Pozndmka. Ctenéf je vyzyvan, af si provede srovnéani rstu funkci n, nlogn, n?, n, 2",
nl, n™ apod.

Je potieba si také ujasnit, Ze napt. (jenom) fakt, 7ze algoritmus A ma slozitost ©(n?)
a algoritmus B ma slozitost O(nlogn), znamend, ze A je zarucené rychlejsi nez B jen
asymptoticky, tj. pro ‘dostatecné velké’ hodnoty. (ZaleZi totiz na konstantach skrytych v
znaceni ©, O atd.)

Nejhorsi vs. prumérny pripad

Zamysleme se na chvili nad zvolenym pristupem tzv. nejhorsiho mozného pripadu. Méli
bychom si byt alespon védomi, Ze tento pristup nemusi vzdy poskytovat smérodatné vy-
sledky pro praxi.

Bézné se tento fakt ilustruje na piikladu dalsiho algoritmu ti¥idéni, tzv. quicksortu. Jeho
¢asova slozitost z hlediska nejhorstho mozného pifpadu je ©(n?), pfitom v praxi je ale
rychlejsi nez napi. heapsort (ktery ma slozitost ©(nlogn)). D4 se totiz ukazat, Ze slozitost
quicksortu z hlediska primérného pFipadu je také ©(nlogn), pficemz prislusnd konstanta
je mensi nez u heapsortu.

Pozndmka. Jak ¢tendf ofekava, u primérného piipadu vyjadiuje T'(n) primér z délek
vypoctu pro vSechny vstupy velikosti n. Predpokldda se tedy rovnomérné rozloZeni prav-
dépodobnosti na mnoziné vstupti. (Ve specifickych pfipadech miize mit samozfejmé smysl
uvazovat 1 jiné rozlozeni.)

Obvykle je ovSem analyza prumérného piipadu tézsi nez analyza nejhorsiho mozného pii-
padu. U ndmi dfive uvedené verze bubblesortu je sice vcelku ziejmé, ze algoritmus mé
slozitost ©(n?) i v primérném piipadé (pro¢ ?), u déle pfipomenutého quicksortu uz ana-
lyza tak zfejmé neni. Algoritmus quicksort (ktery pro parametry A,p,q sefadi v poli A
prvky Afp], Alp+1],..., A[r] vzestupné) zde pfipomeneme jen pseudokddem.
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procedure Quicksort(4, p,r) ;

if p<r

then
q := Partition(A, p,r)
Quicksort(A, p, q)
Quicksort(A, ¢+1,7)

procedure Partition(A, p,7) ;
xi=Api=p—1;j:=r+1;
while TRUE
do
repeat j := j — 1 until A[j] < z;
repeat ¢ ;=i + 1 until Afi] > z;
if i < j then exchange A[i], A[j] else return j

Pozndmka. Analyza slozitosti primérného pfipadu bude predmétem referatu na cviceni.

3 Navrh a analyza konkrétnich (rychlych) algoritmu

Strucny obsah: Obecné metody navrhu algoritmt. Konkrétni algoritmy a jejich ¢asova slo-
Zitost: algoritmy pro prohleddvani (binarni hleddn{, max. vzdélenost v polygonu), metoda
‘rozdél a panuj’ (merge sort, ndsobeni matic), ‘greedy’ (tj. hltavé) algoritmy (vybér akti-
vit, minimalni kostra), dynamické programovani (nejdelsi spole¢na podsekvence, nasobeni
Fetézce matic).

Studigni cile: Umét vysvétlit podstatu probiranych metod. Umét ilustrovat vhodnost pou-
ziti jednotlivych metod a porozumét souvisejicim otazkam analyzy slozitosti.

V této ¢asti si pfipomeneme zdkladni obecné metody navrhu algoritmi. Budeme je ilustro-
vat na prikladech, které budeme analyzovat z hlediska casové slozitosti.

3.1 Prohledavani

Soucasti Feseni mnohych problémi je nutnost prohledéni jakéhosi prostoru (ktery obsahuje
napf. v8echna ‘pfipustna feSen{’, z nichz je potfeba vybrat optimélni).

Piikladem je hledani zadaného prvku v wutridéném seznamu, napf. jména v telefonnim
seznamu

‘Naivni’ algoritmus zaloZzeny na myslence

projdi sekven¢né vSechny prvky seznamu, pficemz kazdy z nich porovnas se
zadanym
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mé odividné slozitost ©(n) (jako velikost vstupu bereme podet prvki v seznamu). Ctenaf
ale zajisté Tesi tento problém v praxi jinak a je schopen navrhnout algoritmus se slozitosti
O(logn). (Zde je ovsem predpokldddn p¥imy pfistup k prvkim seznamu — u stroje RAM
je tedy ©(log n) relevantni, pokud je jiz seznam uloZen v paméti).

Uvedme dalsi problém:

Ndzev (oznaceni) problému: Maz. vzddlenost v polygonu

(Oéekdvany) vstup: konvexni polygon v dvourozmérném prostoru — zadany po-
sloupnosti vrcholt (z1,y1), (22,y2), ... (24, yn) (‘dokola’; napf. ve sméru hodi-
novych rucicek)

(Pozadovany) vystup: dvojice vrchold s max. vzdalenosti.

Je pfirozené povazovat n, tj. pocCet vrchold, za velikost vstupu.

Velmi jednoduse lze navrhnout algoritmus, ktery pfi hledani maxima probira vsechny dvo-
jice vrcholit. Ten pak ma celkem ocividng sloZitost ©(n?). Oviem pii uréitém vétsim vhledu
a zamysleni se nad problémem neni tézké navrhnout algoritmus se slozitosti ©(n). Kli¢em
je idea prohledévani jen “perspektivnich” (konkrétnéji: “protilehlych”) dvojic. (Zkuste do-
myslet pofebné detaily !)

3.2 Metoda ‘rozdél a panuj’

Casto pouzitelnou metodou pfi feseni ‘velkého’ tikolu (tj. nalezeni v¥stupu pro ‘velky’ vstup
uréitého problému) je rozdéleni na podikoly, jejich vytfeseni a nalezeni hledaného vystupu
zkombinovanim mezivysledkt ziskanych z podukoli.

Jestlize zminéné podikoly spocivaji v feSeni téhoz problému pro mensi vstupy, nabizi se
rekurzivni algoritmus.

Péknym pifkladem je ut¥idéni (velké) posloupnosti ¢isel. Tu je mozné rozdélit na dvé &asti,
uttidit kazdou zvlast a vysledky pak ‘slit” dohromady. Rekurzivni algoritmus zaloZeny na
této myslence se nazyva Mergesort.

Oznacime-li T'(n) Cas, ktery Mergesort spot¥ebuje pii setfidéni posloupnosti délky n, je
ziejmé, ze plati

e T(1) = ©(1) (©(1) znamend prosté néjakou konstantu)
e pron > 2: T(n) =T(|n/2]) +T([n/2]) + f(n)

Zde f(n) znamena Cas potiebny k slévani a ziejmé je f(n) = ©(n).
Pomineme-li zde nepodstatné komplikace se zaokrouhlovdnim (nap¥. vechny zlomky si
miizeme predstavovat zaokrouhlené nahoru), miZeme psét

T(n) =2T(n/2) + O©(n).
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D4 se ukézat (napf. dosazenim) Ze FeSeni uvedené rekurentni rovnice splituje podminku
T(n) = ©(nlogn) (stejné jako tomu bylo u heapsortu).

Déle uvedeme obecné tvrzeni, které je uzitetnym néstrojem pro feSeni podobnych reku-
rentnich rovnic.

Prednaska 3

Tvrzeni 3.1 Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f je funkce (typu N'— N) a pro funkci
T : N — N plati rekurentni vztah

T(n) = aT'(n/b) + f(n).
Pak plati:
1. Je-li f(n) = O(n) a c < log, a, pak T(n) = O(n' ).
2. Je-li f(n)
3. Je-li f(n) = ©(n) a ¢ > logy a, pak T(n) = O(n°).

O(n'°&r ), pak T(n) = O(n'&> - logn).

Dikaz alespoii nastinime, a sice pro pfipad T'(n) = aT(n/b) + n°. (Problémy se zaokrouh-
lovanim ignorujeme.)

Predstava rekurzivniho vypoctu hodnoty 7'(n) vede pfirozené k a-drnimu stromu, jehoz
hloubka je log, n; pocet listd je tedy a'°%™ neboli n'°®:® (je totiz log, " = (log, n) -
(log, a) = log;, n'°&»2).

Predpokladame-li rovnou, ze T'(1) = 1, pak se T'(n) rovna nésledujicimu souctu:

N2 (MY logbn( n )”_
n +a(b) +a (b) +...+a pomn) =

o () e () e () -

= () ) 6))

Pfipomerime si soucet (zaGdtku) geometrické fady

k+171
1+(]+(]2+...+(1k:qu

1
1-q’

V piipadé 0 < ¢ < 1 mame > o0 ¢' =
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v piipadé ¢ = 1 mame Zf:o d=k+1la
v pfipadé ¢ > 1 mame Z?:o ¢ = ‘fl%l — q%l = O(q").
Tedy v pripadé

a

o i <1(t. log,a < c) mame

o £ =1 (tj. log, a = ¢) mame
T(n) = n°(1 +log,n) = O(n'# *log, n)

o £ > 1 (tj. log, a > ¢) méme

a >logb n+1 1 1

T(n) =n°- (E —n°

. nte ——
a a

Tedy T(n) = ©(n® - n'°#s %), Jelikoz log, e = log, a — log, b° = log, a — ¢, dostavame
T(n) = ©(n'o#:2).

Vsimnéme si, Ze u naseho piikladu Mergesort nastaval 2. pfipad (a = 2, b = 2, f(n) =
O(n) = ©(nl°922)), coz dava onen vysledek T(n) = ©(nlogn).

Podivejme se ted na problém nasobeni matic

Ndzev (oznaceni) problému: Ndsobeni dvou matic

(Oéekdvany) vstup: dvé ¢tvercové matice A, B rozmérti n x n
(Pozadovany) vystup: matice C tz. C = AB.

Predpokladame, Ze prvky matice jsou celd ¢isla (omezené velikosti). Z hlediska naseho
vnimani je zde vhodné jako velikost vstupu povazovat ¢islo n, ackoliv pocet zadévanych
¢isel je ©(n?) (je pro nés totiz piirozendjsi tvrzeni ‘program za 1 minutu zvladne nasobeni
matic 800 x 800’ nez ‘... matic s 640000 prvky’).

Piesveédéte se, Ze b&zny algoritmus (podle definice nasoben{) ma slozitost ©(n?), da-li se
omezit konstantou ¢as pro provedeni jedné aritmetické operace. (Tento odhad se samo-
ziejmé vztahuje k uvedenému chépani velikosti vstupu. Kdybychom jako velikost vstupu
brali pocet vstupnich ¢isel, dostali bychom odhad ©(n'®) !)

Podivejme se, jestli piistup ‘rozdél a panuj’ pfinese zlepseni. Omezime se na zkouméni
piipadd, kdy n je mocninou dvojky (jinak bychom toho mohli docilit pi{slusnym doplnénim
matic nulami, ¢imz by se velikost vstupu zvétsila méné nez dvakrat).

Matice A vznikne ‘pfirozenym poskladanim’ ze ¢ty¥ ¢tvercovych matic rozmérii n/2 x n/2,
ozna¢me tyto matice Ay, A1g, Az, Azg. Podobné ozna¢me prislusné podmatice pro B a
C'. Snadno ovéiime, Ze
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Cn = AubBu + A12Bn
Crp = A1 Bis + A1p By
Co1 = A Bii + AnBn
Cyy = A1 Bia + Az By

Pro ¢asovou slozitost T'(n) odvodime z tohoto postupu rekurentni vztah
T(n) = 8T(n/2) + O(n?),

coz da rovnéZ feseni T'(n) = O(n?).
Strassen ovSem vymyslel postup, pti kterém se jedno nésobeni d4 usetfit (za cenu zvyseni
poctu séitani), a kde pak piislusné rovnice je ve tvaru

T(n) = 7T(n/2) + O(n?).

Vysledna slozitost T'(n) = ©(n'°#27) (pozn.: log, 7 je zhruba 2.81) je asymptoticky lepsi
nez u standardniho algoritmu.

(Postup ve Strassenové algoritmu a dals{ jeho aspekty budou diskutovany na cviceni.)

3.3 ‘Greedy’ algoritmy

Slovo ‘greedy’ zde budeme prekladat jako ‘hltavy’ (autor si neni védom zauzivaného ¢eského
terminu).

Hltavy piistup se osvédcuje u nékterych optimalizacnich problémi. Jsou to problémy, u
nichz je tfeba udélat fadu rozhodnuti — lokalnich kroku. Hltavy pfistup vzdy voli z moznych

globalné optimalnimu feSeni. Tuto péknou vlastnost samoziejmé nemaji vSechny optimali-
zafni problémy a dikaz toho, Ze dany problém (resp. dany hltavy pristup) tuto vlastnost

Uvedeme priklad tspésného pouziti hltavého algoritmu:

Nazev problému: Vybér aktivit

Vstup: mnozina kone¢né mnoha aktivit {1,2,...,n} s pevné uréenymi ¢asovymi
intervaly (s1, f1), (2, f2), -+, (Sn, fn), kde (Vi,1 <i<mn):s; < f;

Vystup: mnozina obsahujici nejvétsi mozny pocet vzajemné kompatibilnich ak-
tivit (tj. aktivit s vzadjemné se nepfekryvajicimi intervaly)

Je mozné si napt. predstavit, Ze mame dan seznam, kde kazdy prvek seznamu je néjaka
prednéska, cvifeni, Skoleni, ¢i jind aktivita s pevné piidélenou dobou konéni (tj. s pfi-
délenym pocatkem s a koncem f). Jde o to, umistit maximum z téchto aktivit do jedné
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poslucharny. Poznamenejme nejdiive, ze pristup hrubou silou, spoc¢ivajici v provéreni vsech
moznych vybért aktivit, je exponencidlni sloZitosti (Gasova slozitost pfislusného algoritmu
je 2°M) a jiz pfi ‘malém’ n nepouzitelny.

Hltavym zpisobem miZeme Tesit problém napft. takto:

Dokud to jde, opakuj nésledujici krok:

vyber aktivitu, ktera je kompatibilni s dosud vybranymi (na za¢atku nejsou
vybrdny zadné) a skonéi co nejdiive (kdyz je takovych vic, tak kteroukoli z
nich).

Hltavost, ¢i maximalni ‘lokalni nadéjnost’ spoc¢iva v tom, ze po kazdém takovém vybéru
zbyde maximum ¢asu pro dalsi aktivity.

Pozndmka. VSimnéme si jisté ‘nedeterministi¢nosti’ naseho problému — k danému vstupu
miuze uvedené podmince odpovidat vice vystupi. I uvedeny postup neni plné determinis-
ticky (pro¢ ?). Resfme-li takovy problém (deterministickym) algoritmem, upfednostiiujeme
vlastné vzdy jeden vystup mezi vSemi moznymi. Tak je tomu i v dale uvedeném pseudo-
kédu.

Je zfejmé, Ze je uzitecné aktivity nejdiive setfidit podle koncovych ¢asi; to je mozné udélat
néjakym znadmym algoritmem v ¢ase O(nlogn) (pocet aktivit budeme povazovat za velikost
vstupu).

{pfedp., Ze pod. asy jsou jiz v poli s}
{a konc. ¢asy v poli f}
{ddle jiz predp. f[1] < /(2] < ... flnl,}
{kde n predstavuje pocet aktivit}
A={1}j:=1
for i := 2 ton do

if s[i] > f[j] then

(A:=AU{i}; j:=1)

{vybr. aktivity jsou v mnoz. A}

V uvedeném piipadé je ditkaz faktu, Ze hltavy pristup skuteéné vede k optimélnimu feSent,
celkem snadny. (Indukei podle poctu aktivit n.)

Jak jsme jiz uvedli, pocet aktivit n je zde p¥irozenou mirou velikosti vstupu a snadno
odvodime, Ze uvedeny algoritmus ma slozitost ©(n), kdyz pfedpoklddame, Ze aktivity jsou
jiz utiidény podle koncovych cCasi.

Typickym prikladem tspésného pouziti hltavého pfistupu je problém minimalni kostry v
grafu (M, ozna¢uje mnoZinu viech kladnych celych &isel):
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Ndzev problému: Minimalni kostra

Vstup: neorientovany souvisly graf G = (Vg, Eg), ohodnoceni hran f : Eg —
Ny

Viystup: graf H = (Vy, Ey), kde Vi = Vg a Ey C Eg, ktery je souvisly a
piitom ) . f(€) je minimalni.

Jednou moznou interpretaci je problém stavitele Zeleznic. Ma ddnu mnoZinu mést (vrchold
grafu) a déle vSechna moznéa spojeni mezi dvojicemi mést, kudy je mozné vést zeleznici.
Kazdému takovému moznému spojeni (hrané grafu) odpovidaji ur¢ité ndklady na postaveni
Zeleznice (ohodnoceni piislusné hrany). Ukolem stavitele je postavit Zeleznici tak, aby kazdé
mésto bylo spojeno s kazdym (pripadné pres dalsi mésta) a aby ndklady stavby byly co
nejmensi.

Opét poznamenejme, Ze pi{stup hrubou silou (probrani vSech moznosti postaveni zeleznice)
vede k exponencidlnimu algoritmu a nepfipada pro vétsi vstupy v tvahu.

Vsimnéme si nyni, Ze feSeni (tj. graf H) je urcité stromem; kdyby ne, obsahoval by cyklus a
mohli bychom pak pfi zachovani souvislosti jednu hranu odstranit a dostat tak lepsi feseni.
Jednou z ‘hltavych’ moznosti je nasledujici piistup ‘liného’ stavitele:

Postav nadrazi v libovolném mésté.

Dokud to jde, opakuj:

k dosud postavené zeleznici pfipoj co nejlevnéjsi tsek (hranu), ovSem tak, aby
nevznikl cyklus.

Tento postup je zachycen nasledujicim pseudokédem. (Zde nechavdme uréity nedetermi-
nismus i v pseudokédu; samoziejmé jakykoli deterministicky vybér z pfislusnych moznosti
vede k cili — tj. k jedné z minimélnich koster grafu).

{pfedp., Ze jsou dany Vg, Eq, f}
zvol lib. u € Vg; Vi := {u}; By = 0; M := Vg — {u};
for each v € M do
if (u,v) € E¢
then (otec(v) := u; d(v) := f((u,v)))
else d(v) := oo;
while M # () do
najdi v € M tz. d(v) = min{d(w) | w € M};
Vi :=Vy U{v}; Eg = Eg U{(v,otec(v))}; M = M — {v};
for each w € M do
if (v,w) € Eg and f((v,w)) < d(w)
then (otec(w) :=v; d(w) = f((v,w)))
return H = (Vy, Ey)

Neni samoziejmé, Ze tento pristup vede k optimélnimu Feseni, a je to potfeba dokazat.
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Ukazme sporem. Uvazujme prvni situaci, kdy nas algoritmus k dosud vytvorenému stromu
T, ktery je (dosud) podgrafem né&jaké minimalni kostry K, pfid4 hranu (u,v) zpisobici, ze
takto vznikly strom (jiz) neni podgrafem zadné minimélni kostry. V K ovSem vede cesta z
u do v pres n&jakou hranu (z,y), kde x € T ay ¢ T. Odejmu-li ovSem z K hranu (z,y) a
priddm (u,v), dostanu opét minimaln{ kostru (promyslete si to !), coZ je spor.

Pokud za velikost vstupu povazujeme pocet vrcholt n (kolik hran pak graf mtze mit ?), je
slozitost uvedeného algoritmu ©(n?). Poznamenejme, 7e existuji i jiné algoritmy; pro jejich
srovnéni je pak vhodné uvazovat slozitost jako funkci dvou parametrii: poc¢tu vrcholi n a
pod¢tu hran m (jeden z nich mé napf. slozitost O(mlogn)).

Prednaska 4

3.4 Dynamické programovani

Pojem ‘dynamické programovani’ pochézi z teorie fizeni a nemé nic spoleéného s béznym
vyznamem tohoto souslovi v oblasti programovani pocitact. Zde se jedna o nazev metody,
pii které se problém fesi pomoci postupného (vypliiovani ‘tabulky’) feseni podproblému
(od nejmensich po nejvetsi). (Nekteri autofi hledaji jiné nézvy, napt. dynamické planovani).
Metoda dynamického programovani je jakymsi limitnim pfipadem metody ‘rozdél a panuj’.
Reseni (velké) instance (tj. vstupu) problému také spo&iva v kombinaci vysledkt podikolt;
jelikoz ovSem pii FeSeni ruznych podikolid by mnohokrat dochazelo k feseni spoleénych pod-
podikolt (atd.), je lepsi rekurzivni FeSeni (pFistup shora-doli) nahradit p¥istupem zdola-
nahoru: nejdifve se vytesi viechny potfebné elementérni (nejmensi) tikoly, z jejich FeSeni
pak odvodime FeSeni vétsich tkolt, z nich pak feSeni jesté vétsich atd. az ziskame TesSeni
naseho (velkého) tkolu.

Tento pristup se nékdy uplatni u optimalizacnich tloh, u kterych selhavaji hltavé algoritmy.
Jednim z typickych p¥ikladi je problém nalezeni nejdelsi spolecné podsekvence. Rekneme,
Ze slovo (Tetézec, posloupnost) u je podsekvenci slova v, jestlize u dostaneme z v vymaza-
nim nékterych (tfeba zZadnych) vyskytt symbola (¢lentt posloupnosti). Instanci zminéného
problému jsou dvé slova v, w a tkolem je najit nejdelsi slovo u, které je podsekvenci slova
v i slova w.

Podrobnéji budeme metodu dynamického programovani ilustrovat na jiném piikladu:

Ndzev problému: Ndsobeni fetézce matic

Vstup: fetézec matic A;A;y... A,

Vistup: plné uzévorkovany soucin AjA, ... A, tZ. pfi pouziti standardniho al-
goritmu nasobeni matic se vykona minimdalni pocet skaldrnich nésobeni.



P. Jancar: Vy¢islitelnost a sloZitost 25

Pfipomenime, Ze sou¢in matic AB, kde A mé rozméry k X ¢ a B mé rozméry m X n, je
definovan jen v piipadé ¢ = m (vyslednd matice mé rozméry k x n); podet pot¥ebnych
skalarnich nésobeni je zde kn.

Budeme tedy predpokladat, ze pro kazdé i,1 < ¢ < n ma matice A; rozméry p;_1 X p;,
kde po, p1,. .., pn jsou piislusna cela kladna cisla. Vsimnéme si, ze vlastné tato cisla jsou
podstatna v nasem problému, nikoli hodnoty prvka jednotlivych matic.

Navic pfipomenme, Ze nasobeni matic je asociativni, takze nezalezi na potradi nasobeni
dvojic matic, které zvolime p¥i vypoctu soucinu A1 A, ... A, (pofadi ndsobeni dvojic matic
jednoznaéné ur¢ime prislusnym vlozenim zavorek).

Ctenaf se snadno presvédéi (konstrukef jednoduchého piikladu), Ze pocty potiebnjch ska-
larnich nésobeni se pfi riznych uzavorkovanich mohou vyrazné lisit.

Da se také ukazat, ze poc¢et moznych uzavorkovani roste s rostoucim n exponencialng, takze
probréani vSech moznosti neptipadd v tivahu (s vyjimkou malych hodnot n).

Vsimnéme si, ze optimalni vynasobeni fetézce A1 A, ... A, lze popsat tak, ze nejdiive se op-
timélné vynasobi fetézec A As . .. Ay, potom Fetézec Agy1Agia ... A, ana zavér se vynasobi
ziskané dva mezivysledky; k je ovSem (nezndmy) ‘optimalni index’ v rozmezi 1 < k <n-—1
Zminény optimélni index oznalime s[1,n]; obecné s[i,j] (1 < ¢ < j < n) ozna-
¢uje optimalni index pii nasobeni fetézce A;A;4q1...A;. Oznacme dale jako mli,j] po-
Cet skalarnich nasobeni pfi optimalnim vynasobeni fetézce A;A;1q...A; (zde pfipous-
time i rovnost ¢ = j; pochopitelné m[i,:] = 0). VSimnéme si, Ze je-li s[i,j] = k, pak
mli, 5] = mli, k] + m[k + 1, j] + pi—1pp;-

Nésledujici procedura, parametrizovand vektorem ¢isel (rozmért matic) p = (po, p1, - - -, Pn)
postupné vyplni ‘tabulky’ m a s:

Matrix-chain-order(p)
n := length(p) — 1,
for i := 1 to n do mli,i] := 0;
for /:=2 ton do
fori:=1ton—-/¢+1do
ji=1i+L—1; m[i,j] = oc;
for k:=itoj—1do
q == m[i, k] + m[k + 1, j] + pi1pepj;
if ¢ < mli,j] then (m[i, j] := q; s[i, j] := k);
return m, s

Je snadné vyvodit, 7e sloZitost Matrix-chain-order je O(n®) (a také Q(n?), tedy ©(n?)).
Vlastni program nasobeni fetézce AjA, ... A,, ozna¢me tento fetézec A, pak spociva ve
vytvofeni tabulky s pomoci procedury Matrix-chain-order (volané pro ptislusny vektor
rozméri) a v nasledném vyvolani Matrix-chain-multiply(A, s, 1, n), kde procedura Matrix-
chain-multiply je rekurzivné definovana takto:
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Matrix-chain-multiply (A, s, 4, j)
ifj>i
then
X :=Matrix-chain-multiply (4, s, i, s[i, j])
Y :=Matrix-chain-multiply (A, s, s[¢, j] + 1, 7)
return X - Y
else
return A;

4 Problémy, t¥idy sloZitosti problémi, horni a dolni
odhady

Strucng obsah: Dalsi poznamky k analyze slozitosti algoritmi. Vymezeni pojmu ‘problém’
(nebo téz ‘vypocetni problém’); specidlni piipad ANO/NE problému (tj. tzv. rozhodovaciho
problému). SloZitost problému; t¥idy ¢asové a prostorové slozitosti. Algoritmy jakozto horni
odhady. Dolni odhady, obtiZnost jejich ziskavani. Mezery mezi zndmymi hornimi a dolnimi
odhady slozitosti problémi.

Studijni cile: Umét definovat a ilustrovat pojem ‘problém’, umét vysvétlit zpisob definice
slozitosti problému, hornich a dolnich odhadi. Schopnost vSe ilustrovat na prikladech.

Pozndmka. Kromé vyrazi ‘stroj RAM’ ¢ ‘RAM-stroj’ budu wzivat jen zkratku ‘RAM’;
budu napf. mluvit o sestrojeni RAMu apod.

Dalsi poznamky k sloZitosti algoritmu

Vrétime se k nékterym vécem tykajicim se (¢asové ¢ pamétové) slozitosti algoritmi, o
kterych jsme zatim explicitné moc nemluvili, ale kterych bychom si méli byt velmi dobie
védomi.

Zatim jsme presné definovali pojem Casové (a prostorové) slozitosti RAMu. VétSinou jsme
ale uvedli algoritmus zapsany pseudokédem a hovofili jsme o slozitosti tohoto algoritmu.
Striktné vzato bychom ale vzdy misto o slozitosti algoritmu A méli hovofit o sloZitosti
RAMu M4, ktery je mozné k algoritmu A v podstaté mechanicky sestrojit (tj. ktery by
byl z A vytvoFen uréitym ‘piekladaem’).

Nedefinovali jsme ovSem, jaké prikazy se mohou objevovat v pseudokdédu, ani jsme sa-
moziejmé nedefinovali pfislusny preklada¢. Mlcky jsme vlastné udélali uréitou tmluvu:
provedli jsme konstrukci pfislusného RAMu jen pro nékolik mélo algoritmt zapsanych
pseudokdédem a spoléhame se na to, Ze algoritmy popisujeme vzdy dostatecné podrobné k
tomu, abychom v pfipadé potfeby mohli pfislusny RAM pfimocafe zkonstruovat. P¥itom
samoziejmé predpokladame, Ze zminénou piimocarou konstrukci bychom vSichni dospéli
v podstaté k jednomu a témuz RAMu. To ‘jednomu a témuZ’ nelze brat Gplné doslova,
staci samoziejmé, Ze prislusné RAMy by mély v podstaté stejnou slozitost — to jest, mohly
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by se lisit v konkrétnich poctech instrukei realizujicich ten ¢i onen piikaz pseudokédu, coz
ovsem nevadi, nebazirujeme-li na pfesnych hodnotach piislusnych konstant.

Pravé to, ze pfesné hodnoty konstant pro nas nejsou podstatné a slozitost vzdy jen ur-
¢itym zpisobem odhadujeme (aproximujeme), ndm umoZiiuje pouzivat zpiisob analyzy
sloZitosti algoritm, pii némz se pifimo nezminujeme o RAMu v pozadi, natoz abychom ho
konstruovali.

Poznamenejme jesté dalsi véc. Vstupem pro RAM je vlastné posloupnost ¢isel. Takze
chceme-li mluvit o sloZitosti algoritmu, mél by vlastné jeho vstup (i vystup) byt posloup-
nosti ¢isel — nebo by mélo byt jasné, jaké kédovani vstupu pomoci posloupnosti ¢isel mame
na mysli. U ndmi dosud zkoumanych problému to bylo v podstaté zfejmé: napi. graf lze
pfirozené zadat inciden¢ni matici, matici je mozné p¥imocafe ‘linearizovat’ (zapsat napft.
po Fadcich — s dohodnutymi oddélovaci) apod.

posloupnosti ¢isel (to je v pfipadé uvazovani jednotkové miry; v pfipadé pouziti logarit-
mické miry je velikost vstupu v podstaté rovna poctu bitt, do kterych lze vstup zapsat).
OvsSem kdyz jsme napi. analyzovali problém nasobeni matic, brali jsme za miru velikosti
vstupu ¢éislo udévajici rozmér matic; pfitom (ono prirozené linearizované) zadani ¢tvercové
matice s rozmérem n (tedy typu n x n) zabere n? vstupnich bunék RAMu (piipadné dalif
butiky jako oddélovace Fadku).

Kdyz tedy hovorime o slozitosti algoritmu v takovém prfipadé, vztahujeme ji porad k pii-
slusnému RAMu, ale ménime standardni definici velikosti vstupu — to musime vzdy jasné
fici. Jak jsme videéli, délame to tehdy, kdyz pro dany problém je pozménéna definice veli-
kosti vstupu vhodnéjsi pfi vyjadfovani a umozinuje ‘prihlednéjsi’ podani vysledki analyzy
slozitosti. Jak jsme také zminili v pripadé minimalni kostry grafu, je z takovych davodu
nékdy vhodné popisovat velikost vstupu vice ¢isly (napf. pocet vrcholt n, poéet hran m);
slozitost je pak funkci vice parametri.

Vsechny uvedené poznamky je vhodné si dikladné promyslet a u kazdého konkrétniho
pripadu je nutné si uvédomovat, co je (tfeba mleky) pfedpoklddano.

Neékteré aspekty si jesté osvétlime na piikladu problému, ktery hraje dulezitou roli napt.
v kryptografii.

Nazev: Prvociselnost
Vstup: ptirozené ¢islo k
Vistup: ANO, kdyz k je prvocislo, NE, kdyz k je ¢islo slozené.

Pravdépodobné nas rychle napadne nasledujici algoritmus:

{pfedp. vstup k > 2}
hm = |Vk];
for i := 2 to hm do
if £ mod ¢ = 0 then return NE
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return ANO

Kdyz chceme odhadnout slozitost algoritmu, musi byt samorfejmé jasné, co se rozumi veli-
kosti vstupu. Jelikoz vstupem je jedno ¢islo, ma byt velikost vzdy 1 ? U pfedchozich pro-
blémii (jako t¥eba ndsobeni matic) jsme predpokladali omezenou velikost zaddvanych ¢isel
(a tedy konstantni ¢as pii aritmetickych operacich s nimi) — neomezovali jsme ovsem délku
zad4vané posloupnosti. Nyni ovSem neomezujeme velikost (jednoho) zadavaného ¢isla. Ta-
kovy vstup si ‘pfimo 11ka’ o pouziti logaritmické miry, kde tedy velikost vstupu pro vstupni
¢islo k je rovna log, k (pFesnéji [logy(k + 1) + 1], coZ ale neni podstatné).

Uvedeny algoritmus mé takto exponencilni ¢asovou slozitost; vsimnéte si, ze v ptipadé, ze
k je prvodislo, provede se télo cyklu zhruba k% krét, tj. 205182 % tedy 200" krét, kde n je
velikost vstupu. Z toho je vidét, ze algoritmus je pouzitelny jen na ¢isla s malym poctem
mist v dekadickém zdpisu (a rozhodné ho nelze pouzit napf. na 100-mistna ¢éisla vyskytujic
se v kryptografickych problémech).

bychom vlastné zaddvali v unérni soustavé — jako posloupnost k jednicek), byla by slozitost
algoritmu ur¢ité v O(n?); ‘najednou’ by to bylo v praxi zvladnutelné pro vstupy délky 100
(problém je samoziejmé v tom, Ze napf. vstup délky 100 v tomto piipadé odpovida vstupu
délky 3 v piipadé piedchozim).

Definice pojmu ‘problém’
Algoritmy jsme prezentovali jako navody k FeSeni urc¢itych problémt. Slovo ‘problém’ mé

v pfirozeném jazyce hodné vyznami; co ale znamena tento pojem v nasem kontextu 7

Pfipomerime, Ze problémy jsme zadavali vétsinou nasledujicim schématem:

Nazev (oznacent problému): XY

(Oéekdvany) vstup: zde je popsano, co je piipustnym vstupem (zadanim, in-
stanci) naseho problému

(Pozadovany) vystup: zde je popséno, jaky vystup (vysledek) je ocekavan pro
zadany vstup (je pfifazen zadanému vstupu)

Pokud chceme napsat formdlni definici pojmu problém, mohla by vypadat takto:

Definice 4.1 Problém je uréen trojici (IN,OUT,p), kde IN je mnoZina (pripustnijch)
vstupti, OUT je mnoZina vystupi a p je zobrazeni (tedy funkce) p: IN — OUT.

Takto definovany problém se nékdy téz nazyva ‘vypocetni problém’ (computational pro-
blem).

Jak jsme uz fekli, aby mélo smysl hovofit o tom, Ze ur¢ity RAM fesi dany problém, musi
byt mnoziny /N i OUT jistymi mnozinami posloupnosti celych ¢isel, tedy IN,OUT C Z*
(kde Z oznacuje mnozinu vSech celych ¢&isel):
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Definice 4.2 RAM M fesi problém P = (IN,OUT,p), kde IN,OUT C Z*, jestlife md
tuto vlastnost:

zacne-li vipocet v pocdtecni konfiguraci se vstupem cicy...c, € IN, pak svij vypocet
(regulérné) skoncéi, pricemz na vystupu je p(cica. .. cp).

Jak jsme jiz poznamenali, u ndmi zkoumanych problému byly pfipustné vstupy de facto
posloupnosti ¢isel. OvSem napf. v problému vyhledavani vzorku v textu

Nazev: Vzorek v textu

Vstup: text ¢ (‘dlouhd’ posloupnost symbolt), vzorek p (‘kratkd’ posloupnost
symboli)
Viystup: misto prvniho vyskytu p v ¢, ¢i odpovéd ‘nevyskytuje se’.

Cisla pfimo nevystupuji. Sta¢i ale kddovat uzité symboly ¢isly (vzpometite napf. na ASCII-
kéd) a méme vstupy a vystupy opét v zaddaném tvaru.

Pozndmka. Cisla zapisujeme vétsinou (v dekadické soustave) jako fetézce symbolt z uréité
konec¢né abecedy. Kdyz se na chvili zamyslime, uvédomime si, Ze vlastné lze rozumné pied-
pokladat, ze jakykoli vstup jakéhokoli problému lze vzdy (vice ¢i méné elegantné) ztotoznit
s Fetézcem symbolil z pevné dané abecedy (napf. ‘1-bytové’ abecedy s 256 prvky).

Proto si lze pod mnoZinou pipustnych vstupii vzdy pfedstavit mnozinu fetézct ze X* (kde
¥ je ona pevnd abeceda), které spliiuji néjakou algoritmicky snadno verifikovatelnou pod-
minku (napf. jsou dohodnutym zapisem Fetézce matic apod.)

Podobné i mnozinu vystupt je mozné ztotoznit s (pod)mnozinou (mnoziny) 3*.

Specidlnim pfipadem problémii jsou tzv.
rozhodovaci problémy, neboli ANO/NE problémy.

U takového problému je mnozina OUT dvouprvkova; standardné pak predpokladame, ze
OUT= {ANO,NE} (¢i OUT= {1,0}).

Ptikladem ANO/NE problému je vySe uvedeny problém prvoéiselnosti. Poznamenejme, Ze
k nékterym (obecnym) problémim (napf. optimaliza¢nim) lze pfirozené pfifadit tzv. roz-
hodovaci (ANO/NE) verzi problému: napf. u problému minimélni kostry se vstup rozsiri
o ¢islo ¢ a pozadovany vystup pak bude ANO, jestlize ex. kostra s ohodnocenim nejvyse
rovnym ¢, a NE v opacném piipadé. V této formé je pak prirozenéjsi zadat problém sché-
matem
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Nazev: Minimdlni kostra (ANO/NE verze)

Vstup: neorientovany souvisly graf G = (Vg, E¢), ohodnocen hran f : E —
N, ¢islo ¢

Otdzka: existuje graf H = (Vi, Eg), kde Vi = Vi a Ey C Eg, ktery je souvisly
a pfitom ) . f(e) <c?

Obecné bézné schéma pro zadavani ANO/NE problémi je tedy

Ndzev (oznacent problému): XY

Vstup: zde je popsano, co je pfipustnym vstupem (zaddnim, instanci) naseho
problému.

Otdzka: zde je otézka tykajici se (zadaného) vstupu, na niz je odpovéd ANO
nebo NE.

U problému prvociselnosti by otdzka samoziejmé znéla: ‘je k prvocislo 7.
Uvedme si jesté jeden ANO/NE problém, ktery bude hrat dilezitou roli v dalsim.

Ndzev: SAT (problém splnitelnosti booleovskyjch formuli)

Vstup: booleovska formule v konjunktivni norméalni formé
Otadzka: je dand formule splnitelna (tj. existuje pravdivostni ohodnoceni pro-
ménnych, pii kterém je formule pravdiva) ?

SloZitost problému

Intuitivné citime, ze rizné problémy mohou byt rtzné ‘slozité’; co to ale je ona slozitost
problémt ? Zatim jsme hovorili jen o slozitosti algoritmu, pfesnéji fe¢eno RAMu. Vime-li
napf. o algoritmu (RAMu), ktery dany’ problém Yesi a m4 sloZitost ©(n?), je toto ©(n?) jen
ur¢itym hornim odhadem ‘skutecné’ slozitosti problému (mtiZeme ¥ici ‘slozitost problému
je nejvyse kubickd’). Je nap¥. mozné, Ze nalezneme jiny algoritmus, ktery fesi nas problém
a ktery ma slozitost O(n?); tim jsme nas dosud zndmy odhad zlepsili (vime uz, Ze ‘sloZitost
problému je nejvyse kvadratickd’). Tyto Givahy nés pfivedou k zévéru, Ze sloZitost problému
lze ztotoznit se sloZitosti ‘optimélniho’ algoritmu, ktery dany problém fesi. Pfi exaktni
definici onoho pojmu ‘optimalni’ ovSem vzniknou jisté komplikace. Ty obejdeme pouzitim
nasledujiciho pfistupu:

Definice 4.3 Pro funkci f : N — N rozumime tiidou ¢asové slozitosti T (f), t€Z znace-
nou T (f(n)), mnoZinu téch problémi, které jsou feseny RAMy s cas. sloZitosti v O(f).
Ti{dou prostorové slozitosti S(f), t€Z S(f(n)), rozumime tridu téch problémd, které jsou
feseny RAMy s prostorovou sloZitosti v O(f).

Dalezita imluva. V pfedchozi definici a vsude, kde hovofime o t¥idach slozitosti vztahu-
jicich se k RAMu jako k referenénimu modelu, médme vzdy na mysli logaritmickou miru
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pii odkazu na slozitost RAMu. Jde o to, aby takto definované tiidy slozitosti rozumné
odpovidaly realité.

Rekneme-li tedy napt., Ze problém P patii do 7 (n?) (taky se v této souvislosti k4 ‘Casova
slozitost P je v O(n?)’ & jests strutngji ‘P je v O(n?)’), ikdme tim, ze existuje algoritmus
s nejvys kvadratickou ¢asovou slozitosti, ktery fesi problém P (pfesnéji Feceno: existuje
RAM s nejvys kvadratickou Casovou slozitosti v logaritmické mife, ktery fesi problém P).
Pozndmka. Pripometime, Ze pro pfislusnost problému k dané t¥idé slozitosti je dilezity i
zpisob kédovani vstupu (a ten je tedy nutno chapat jako soucdst definice problému).

Vsimnéme si, ze plati
(PeT(f)N(fe0(9)) = (PeT(g)).

Takze napt.

T(n) C T(n-logn) € T(n?) € T(n) C T(2")
Jak jsme jiz fekli, algoritmy Fesici dany problém poskytuji horni odhady slozitosti problému.
Horsi je to s dolnimi odhady. Chceme-li napf. ukazat, Ze dany problém je v 7 (n?), staci
ukézat algoritmus se slozitosti O(n?), ktery jej fesi. Chceme-li ale ukdzat, %e problém neni v
7T (n?), musime ukazat, e Zadny algoritmus (RAM), ktery jej fesi, nem4 sloZitost v O(n?).
Ziskat takovy dolni odhad je obvykle velmi tézké.
Na cvifeni si ukdZeme, Ze kazdy algoritmus Fesici problém tfidéni (a zaloZzeny na porovné-
véni dvojic) ma nutné slozitost Q(nlogn). Slozitost problému tfidéni je takto uréena presné
(samoziejmé az na zanedbdvané konstantni faktory) — horni odhad se rovna dolnimu.
Poznamenejme, ze u mnohych problémii, se kterymi jsme se setkali a setkame, je velka ‘pro-
past’ mezi (dosud zndmymi) hornimi a dolnimi odhady. Nap¥. pro vySe uvedeny problém
SAT je znamy horni odhad exponencidlni, ovSem zndmy dolni odhad je pouze linedrni (tj.
Q(n)) ! (S dalsimi problémy tohoto typu se setkdme v ¢asti o NP-tplnych problémech).

Prednaska 5

5 Triida PTIME a jeji robustnost. Turingovy stroje.

Struény obsah: P (=PTIME) jako aproximace t¥idy prakticky zvlddnutelnych problémi.
Vysvétleni Jeji robustnosti viiéi (rozumnym) vypocetnim modeliim. Turingovy stroje; vza-
jemnd ‘polynomialni’ simulace s RAMy. Zminka o dalSich vypocetnich modelech a jejich
vzajemné polynomialni simulaci.

Studijni cile: Umét vysvétlit vyznam a robustnost tiidy PTIME. Umét definovat a ilustro-
vat Turingovy stroje, vysvétlit ideje polynomialni simulace s RAMy.

Cést teorie, kterd se nékdy nazyva konkrétni sloZitost, studuje slozitost konkrétnich pro-
blémi (a algoritmi), resp. piisluiné horni a dolni odhady. Tzv. strukturding sloZitost ma
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za tkol zkoumat strukturu tiid slozitosti problémti. Podotknéme ovsem, ze obé zminéné
ralni) slozitosti je co moZznd nejlépe charakterizovat t7idu zvlddnutelngjch probléma (tj. t¥idu
problémii, pro které existuji ‘dostatecné rychlé’, tj. v praxi pouZitelné, algoritmy).

T¥ida P (neboli PTIME)

Jako nejrozumnéjsi (horn{) aproximace t¥idy zvladnutelnych problémi se (zatim) ukézala
tfida oznacovand PTIME, nebo jen P (ze slova ‘Polynomial’), definovana

PTIME = | J T(n")
k=0

To znamenad, Ze pojem ‘rychly algoritmus’ je ztotoZiiovan s pojmem ‘polynomidlni algorit-
mus’ (tj. algoritmus s polynomiélni ¢asovou slozitosti). To neni samoziejmé idedlni (napf.
algoritmus s Gasovou sloZitost{ zhruba n10%9%0 tg7ko lze povazovat za rychly), zatim viak
nebyla nalezena lepsi charakterizace. V praxi se ukazuje, Ze kdyz je pro néjaky problém
nalezen polynomiélni algoritmus, obvykle se podafi nalézt i algoritmus s nizkym stupném
polynomu (feknéme mensim nez 6).

Pozndmka. Brzy se dostaneme k problémiim, pro néz polynomidlni algoritmy neexistuji
¢i nejsou znamy. Klademe-li si (jen) otdzku, zda dany problém pati{ do PTIME, pohybu-
jeme se na na trovni (podstatné) ‘hrubsi’ analyzy nez pii pouhém zanedbévani konstant u
zna¢eni O, © apod. Takto napf. i metoda bubblesort prokazuje, Ze pro problém t¥idéni exis-
tuje rychly (rozuméj polynomiélni) algoritmus (byt v detailngjsim pohledu, tj. na jemné&jsi
urovni analyzy, viimame bubblesort jako ‘pomaly’).

Uvédomme si, Ze tfidy slozitosti problémi, jak jsme je definovali v definici 4.3, i pravé
definovana tiida PTIME jsou zavislé na nasem zvoleném referenénim modelu — vztahuji
se tedy k RAMu (s logaritmickou mirou). Navrhneme-li jiny vypocetni model (do né&jz
budeme ‘pieklddat’ nase algoritmy), mizeme dostat jiné t¥idy sloZitosti !

Ovsem t¥ida PTIME je (diky své ‘hrubosti’) robustni: PTIME je nezdvisld na tom, zda
zvolime jako referenéni model RAM nebo jiny ‘rozumny’ vypocetni model. Ukazalo se
totiz, ze vSechny navrzené rozumné modely pocitace jsou ‘polynomidlné ekvivalentni’, tj.
jsou schopny se vzajemné simulovat s ‘pouze’ polynomialni ztratou; to znamena, ze pro
kazdé dva takové modely M;, M,y existuje konstanta ¢ tak, ze kdyz problém P patii do
7 (f1) pro referenéni model My, tak P patii do T (f2), kde fa(n) = (f1(n))¢, pro referen¢ni
model Mj. VSechny zminéné rozumné modely tedy definuji jednu a tutéz tiidu PTIME.

Samoziejmé se naskyta otazka, co to jsou rozumné vypocetni modely. Obecné feceno se tim
mysli ty, u nichZ analyza algoritmi (v nich ‘naprogramovanych’) dava realistické vysledky
pro praxi (alespoii na trovni oné ‘hrubé’ analyzy diskutované vyse). Technicky lze defino-
vat jako rozumné ty modely, jez jsou polynomidlné ekvivalentni modelu RAM (mysli se
samoziejmeé s logaritmickou mirou, jak bylo dohodnuto v tmluvé za definici 4.3). V litera-
tufe se ovSem ¢asto v uvedené definici ‘rozumnosti’ odkazuje k historicky prvnimu modelu
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pocitace (resp. ‘vypoctafe’), jenz zndme pod ndzvem Turingliv stroj a jenZ si pfipomeneme
nize.

Poznamenejme jesté, ze uvazujeme sekvencni modely, k otazce paralelnich modelu se letmo
dostaneme pozdé&ji.

Turingovy stroje

Predpokladanym vstupem pro Turingtiv stroj je Fetézec (vstupnich) symboli. Ten je rovnou
ulozen na (pracovni) pasce stroje (tj. oboustranné potencidlné nekone¢né linearni pasce,
rozdélené na buiiky; kazda buiika mize obsahovat jeden symbol). Timto vstupem je urcena
pocatecni konfigurace stroje; tato konfigurace se méni krok za krokem podle predepsanych
pravidel (danych pfechodovou funkei). Stroj ma (na rozdil od RAMu) sekvenéni piistup k
‘paméti’ (v jednotlivém kroku mé p¥istup jen k jedné buiice, ‘posunout’ se v jednom kroku
miiZze vzdy jen na buiiku sousedni). Retézec (neprazdngch) symbolfl na pasce po ukonéeni
vypoctu (dosaZzeni koncové konfigurace) je povazovan za vystup (piislusny ptivodnimu
vstupu).

Definice 5.1 Turingiv stroj M je uréen ndsledujicimi parametry (formdlné feceno, je to
usporddand Sestice): M = (Q, X, T, 6, qo, F), kde Q je koneénd neprdzdnd mnoZina stavi, I’
Jje koneénd neprdzdnd mnozina (paskovych) symbolt, ¥ CT', ¥ # () je mnoZina vstupnich
symboltl, ¢y € Q je poCateéni stav, F C Q je mnoZina koncovych stavi, § : (Q—F)xT' —
Q x T x {=1,0,41} je piechodovd funkce. Ptedpokldiddme, e v I — ¥ je vidy obsaZen
specidalni prvek O oznacujici prazdny znak.

Konfiguraci Turingova stroje M rozumime libovolné slovo tvaru uqu, kde u,v € I'* a q € Q.
Konfigurace uqv je poCatetni, jestlize u je prazdné slovo, ¢ = qo a v € ¥* ; uqu je koncova
konfigurace, jestlize g € F.

Konfiguraci qu ztotoZriujeme s konfiguract Oqu, podobné uq s ugs. (Obecné priddni lib.
fetézce z {O}* vlevo & vpravo nehraje roli — vede k ekvivalentni konfiguraci.)

Konfigurace K = uagbv, kde u,v € T*, a,b € T vede v jednom kroku ke konfiguraci K’,
prislusnou relaci oznacujeme by nebo jen - (piseme tedy K + K') prdvé kdyZ plati jedna
z téchto mozZnosti:

e 0(¢,0) = (¢',V,0) a K' = uaq'b'v,
e 6(q,b) = (¢,V,4+1) a K' = uab/q'v,
e §(q,b) = (¢, V,-1) a K' = uq'ab'v.
Vypocet Turingova stroje nad zadanym vstupem se tedy zastavi v momenté dosazeni kon-

cového stavu (dojde-li k tomu vitbec). Vystupem (vypoctu) pak obvykle rozumime fetézec
z (I' — {O})* zapsany na pasce v p¥isluiné koncové konfiguraci.
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Turingovy stroje predstavuji vypocetni model, ktery je mozné brat jako urcitou alternativu
k strojim RAM. Jiz jsme se zminili o tom, Ze ackoliv RAM pracuje s ¢isly a Turingtv stroj
se znaky (symboly abecedy), jednd se v zdsadé o totéz, jelikoz Cisla b&Zné zapisujeme
fetézcem symboli a naopak symboly abecedy jsou bézné kédovany ¢isly.

Pozndmka. Alan Turing navrhl ‘sviij” model jiz v t¥icatych letech 20. stoleti, diive nez byly
vyvinuty samo¢inné pocitac¢e. RAM byl navrzen o nékolik desetileti pozdéji jako realistic-
t€j81 model pocitace.

Casovou a prostorovou slozitost konkrétniho Turingova stroje definujeme samoziejmé ob-
dobné jako u RAMu:

Definice 5.2 Velikosti vstupu Turingova stroje M rozumime pocet bunék pdsky, které
dany vstup zabird (tedy délku vstupniho Tetézce).

Délka vypoctu Turingova stroje M pro konkrétni vstup se definuje jako pocet provedent
(elementdrnich) kroki, které M pro dany vstup vykond, neZ se zastavi.

Casovou slozitosti Turingova stroje M rozumime funkci Toyy @ N — N, kde Ty (n)
znamend délku vypoctu M nad vstupem velikosti n v nejhorsim piipadé; tedy Th(n) =
maz { k| k je délka vipoctu M nad (néjakym) vstupem velikosti n }.

Definice 5.3 Velikosti paméti Turingova stroje M (potiebné pii vypoctu) pro konkrétni
vstup rozumime pocet bunék pasky, které jsou behem vypoctu nad danym vstupem navsti-
veny.

Pamétovou sloZitosti (nebo téZ prostorovou slozitosti) Turingova stroje M rozumime funkci
Sy i N — N, kde Sy(n) znamend velikost potrebné paméti pri vgpoctu M nad vstupem
velikosti n v nejhor§im pripadé; tedy Syr(n) = max {k | k je velikost paméti potiebné pii
vypoctu M nad (néjakym) vstupem velikosti n }.

Pfipomerime, Ze definice dfive zavedenych tiid sloZitosti 7(f), S(f) zavisi na zvoleném
referenénim modelu, kterym jsou v nasem piipadé stroje RAM. Vzali-li bychom jako refe-
ren¢ni model Turingovy stroje, dostaneme jiné t¥idy !

Pozndmka. Intuitivné snadno vidime, ze Turingtv stroj je ‘pomalejsi’ nez RAM uz z dtivod
jeho sekvenéniho p¥istupu k jednotlivym buitkdm pasky (na rozdil od ‘libovolného’, tj.
primého piistupu v pfipadé RAMu). Existuji tedy napf. problémy, které lze fesit RAMem
s Cas. slozitosti O(n) (a které tedy patii do 7 (n) definované vzhledem k RAMu), ale nelze
je Fesit Turingovym strojem s Cas. slozitosti O(n) (a nepatfily by tedy do 7 (n), vzali-li
bychom Turingovy stroje jako referen¢ni model).

Cilem nasledujicich tvah bude ovSem ilustrace faktu, ze
Turingovy stroje a RAMy jsou polynomialné ekvivalentni.

Rozumime tim, ze
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Ke kazdému RAMu M existuje (dé se zkonstruovat) Turingtiv stroj M’, ktery
realizuje tutéz vstupné-vystupni funkei jako M (tj. Fesi tentyz problém) a navic
pro piislusné ¢asové a prostorové slozitosti plati Ty (n) < (Thr(n))®, Saur(n) <
(Sam(n))® pro ngjaké (malé) konstanty ¢y, ca.

Totéz pritom plati i v opac¢ném sméru: ke kazdému Turingovu stroji M existuje
RAM M’ s piislusnymi vlastnostmi.

Abychom to nahlédli, stadi si promyslet, Ze ke kazdému RAMu je mozné (algoritmicky)
zkonstruovat Turingv stroj, ktery jej simuluje; pfitom dochazi jen k ‘malé ztraté’ z hlediska
slozitosti (odpovidajici polynomu malého stupné) — zde znovu pfipomindme tmluvu o
uvazovani logaritmické miry u RAMua. Naopak ke kazdému Turingovu stroji je mozné
(algoritmicky) zkonstruovat RAM, ktery jej simuluje s malou ztratou z hlediska slozitosti.

Uvedenym tvrzenim jesté vénujeme nékolik odstaved; nicméné neptjdeme do detaili — o
nich predpokladame, ze by si je ¢tenal pii svych programatorskych zkuSenostech snadno
doplnil.

Predevsim se zastavme u pojmu ‘simulace’. Ten je jisté ¢tenafi intuitivné ziejmy. Podrob-
néji vysvétlit by se dal napt. nasledovné.

Predpokladame, Ze vypocet stroje nad zadanym vstupem lze chapat jako posloupnost kon-
figuraci, kterymi stroj (krok po kroku) prochézi; za¢ind v pocatecni konfiguraci urcené
zadanym vstupem a eventudlné skonci v jisté koncové konfiguraci s uré¢itym vystupem —
pokud jeho vypocet neni nekoneény. Con(M) nechf oznacuje mnozinu vSech konfiguraci
stroje M.

Nyni lze vyjadieni ‘stroj My je simulovdn strojem My’ vysvétlit takto:

Existuje prostéd funkce cod : Con(M;) — Con(M,) takovd, Ze cod i cod™*
jsou (jednoduse) algoritmicky vydcislitelné. PFitom pro libovolny vypocet
Koy, K1, ..., K, stroje M; prochézi vypocet stroje M, za¢inajici v cod(Ky) po-
stupné konfiguracemi cod(Ky), cod(K1), .. ., cod(K,,) — s pfipadnymi ‘mezikon-
figuracemi’.

Napf. lze snadno ukdzat, jak lze (standardni) Turingtiv stroj simulovat Turingovym stro-
jem s jen jednostranné nekonecnou paskou, jak lze vicepaskovy Turingtv stroj simulovat
standardnim Turingovym strojem, jak se lze omezit na ptipad, kde paskové symboly jsou
pouze 0, 1,0 apod.

Vzéjemnou (polynomiélni) simulaci RAMi a Turingovych strojii se budeme podrobnéji
vénovat na cviceni.

Prednaska 6

Jen struéné zminime je$té jeden pouzivany vypocetni model — stroje s éitaci (‘counter
machines’; podobné jsou ‘register machines’).
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Stroj s ¢itadi C mé fixni pocet (celodiselnych nezdpornych) ¢itac ci,ca,...,cpn a jeho
‘program’ je posloupnost prikazu

1:COMMy; 2: COMMs; ... . n: COMM,

kde COM M, je instrukce HALT a COMM,; (i = 1,2,...,n— 1) jsou piikazy nasledujicich
dvou typt (pfedp. 1 < k, k1, ke <n, 1 <j <m)

1/ ¢j:=c¢;+1; goto k,
2/ if ¢; =0 then goto ky else (¢; :==c; — 1; goto ky).

Lze si predstavit, Ze jeden ¢ita¢ je vy€lenén jako vstupni (vstupem je tedy jedno celé
nezaporné ¢&islo) a jeden je vyclenén jako vystupni. Vic asi neni k popisu modelu tfeba
dodévat.

Takto definovany model neni polynomialné ekvivalentni Turingovym strojim; problém je
v tom, Ze aritmetické operace s ¢isly (obsahy ¢itact), jsou imérné velikosti téchto &isel,
nikoli velikosti jejich zépisu (coZ je, jak vime, ‘exponencidlni rozdil’). Staci ovSem pfidat
napf. instrukce typu ¢; := ¢; div 10 a ¢; := ¢; * 10; tyto modifikované stroje s ¢itaci pak
uz jsou polynomialné ekvivalentni Turingovym strojim.

6 Trida NPTIME. Polynomialni pieveditelnost. NP-
uplné problémy.

Struény obsah: Piiklady (b&Znych praktickych) problému, pro které jsou zndmy pouze
exponencidlni algoritmy. Nedeterministické Turingovy stroje. Tfida NP (=NPTIME); jeji
robustnost vii¢i vypocetnim modelim. Polynomialni pfeveditelnost problémt. NP-tplnost.
NP-tplné problémy. Oteviend otézka, zda P=NP.

Studijni cile: Umét vysvétlit pojem NP-tplného problému a souvisejici pojmy (napf. ne-
determ. Turingtiv stroj) a dokazovat prislusnost k NP a NP-obtiZnost u konkrétnich pro-
blém.

Ctenaf jisté zna spoustu algoritm@ (nékteré jsme uvedli i v rdmci tohoto kursu), které patii
do tfidy PTIME. Pfipometime, Ze tato je chdpdna jako (horni) aproximace t¥idy prakticky
zvladnutelnych problémi.

Nyni uvedeme piiklady nékolika problémi, pro které jsou znamy exponencidlni algoritmy,
ale neni znamo, zda patii ¢i nepatii do PTIME, neboli zda pro né existuji ¢i neexistuji
polynomiélni algoritmy.

Mezi takové problémy dlouho patfil difve uvedeny problém prvociselnosti (v 1été 2002 byl
zvefejnén diikaz p¥islusnosti k PTIME), naddle tam ovSem pat¥i problém SAT (splnitelnost
booleovskych formuli) a nasledujici problémy:
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Nazev: TSP (problém obchodniho cestujiciho) (ANO/NE verze)

Vstup: mnozina ‘mést’ {1,2,...,n}, pfir. ¢isla (‘vzdalenosti’) d;; (1 =
1,2,...,n,j=1,2,...,n); déle &slo ¢ (‘limit’).

Otdzka: existuje ‘okruzni jizda’ dlouhd nejvyse ¢, tj. existuje permutace

Nazev: HC (problém hamiltonovského cyklu)

Vstup: orientovany graf G.
Otdzka: existuje v G hamiltonovsky cyklus (tj. uzaviend orientovand cesta,
prochézejici kazdym vrcholem pravé jednou) ?

Nazev: HK (problém hamiltonovské kruznice)

Vstup: neorientovany graf G.
Otdzka: existuje v G hamiltonovskd kruznice (tj. uzaviend cesta, prochazejici
kazdym vrcholem pravé jednou) ?

Nazev: IS (problém nezdvislé mnoziny)

Vstup: neorientovany graf G' (o n vrcholech); ¢éislo & (k < n).
Otdzka: existuje v G nezévislda mnozina velikosti & (tj. mnoZina k vrchold, z
nichz zadné dva nejsou spojeny hranou) ?

Uvedené problémy jsou specidlniho charakteru: jsou rozhodnutelné v polynomialnim case
nedeterministickymi Turingovymi stroji. (Jen struéné pfipometime, Ze u nedeterministic-
kého Turingova stroje mize byt v dané konfiguraci obecné mozné provést nékolik vzajemné
rliznych kroktt — bezprostiedné nésledujici konfigurace tak neni uréena jednoznacné.)

Definice 6.1 Dany problém P (typu ANO/NE) je rozhodovdn nedeterministickym Turin-
govgm strojem M, jestlize vSechny vgpocty M jsou konecné a vyddvaji ANO nebo NE, a
navic plati:

o jestlize odpovéd na otdzku problému P pro vstup w je ANO, pak existuje (alespori
jeden) vypocet M nad w vyddvajici ANO,

e jestlize odpoved pro w je NE, pak viechny vipocty M nad w vyddvaji NE.

Slozitost nedeterministického Turingova stroje a piislusné tiidy slozitosti lze definovat
takto:

Definice 6.2 Casova slozitost nedeterministického Turingova stroje M je zobrazeni Ty
N — N, kde Ty(n) znamend mazimdlni délku vipoctu pro vstup velikosti n.

Ttidou ¢asové slozitosti N7 (f) pro funkci f : N — N rozumime tiidu téch problémi,
které jsou reseny nedeterministickymi Turingovymi stroji s ¢as. sloZitosti v O(f).
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Ctenaf si jisté snadno doplni definice pro prostorovou slozitost.
Konzistentngjsi s predchozim textem by bylo, kdybychom pf¥i definovéni t¥id N7 (f(n))
pouzili jako referenéni model nedeterministické RAMy. Nam ovSem ptjde pfedevSim o
t¥idu -
NPTIME = | J NT(n*)

k=0
tzv. problému feSitelnych v nedeterministickém polynomidlnim case. Jeji definice je po-
dobné jako pro PTIME robustni (nezavisla na zvoleném ‘rozumném’ referen¢nim modelu).
Takto jsme se dostali k velmi znamé dosud oteviené otdzce, zda PTIME=NPTIME (dané
otazce se Casto ¥ikd P-NP problém); pfitom je ovSem ziejmé, ze PTIMECNPTIME.

Prednaska 7

zijeme nésledujici relaci < mezi problémy (v nasem kontextu lze P1< P2 &ist ‘P1 je nejvys
tak t&zky jako P2’):

Definice 6.3 Problém P1 je polynomidlné preveditelny na problém P2, oznac¢me P1<1P2,
jestlize existuje Tur. stroj M s polynomidlni ¢asovou slozitosti, ktery pro libovolnyg vstup w
problému P1 sestroji vstup w' problému P2, pFicemz plati, Ze odpoved na otdzku problému
P1 pro vstup w je stejnd jako odpovéd na otdzku problému P2 pro vstup w'.

Vsimnéme si nasledujicich jednoduchych fakti:

o (P1<aP2)A (P24 P3)) = (P1<P3)
e ((P14P2) A (P2 € PTIME)) = (P1 € PTIME)

e ((P14P2) A (P2 € NPTIME)) = (P1 € NPTIME)

Definice 6.4 O problému P tekneme, Ze je NP-t&zky, jestlife pro kaZdy problém P’ €
NPTIME plati P' < P. Je-li navic P € NPTIME, tikdme, Ze P je NP-tplny.

Definovali jsme pojem NP-tplnych problémi (tj. ‘nejtézsich’ problémtt v NPTIME), ale
dosud jsme neukazali, Ze aspon jeden takovy problém viibec existuje. Tuto existenci ukazuje
néasledujici véta.

Véta 6.5 (Cook, 1971) Problém SAT je NP-uplny.

Dukaz: Problém piislusnosti SAT k NPTIME je zfejmy (pfislusny nedeterministicky Tu-
ringiv stroj prosté ‘zvoli’ néjaké pravdivostni ohodnoceni proménnych v zadané formuli
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a ovéfi, zda pfi tomto ohodnoceni je formule pravdiva; ke kladnému zavéru ma moznost
dospét pravé tehdy, kdyZ takové ohodnoceni existuje).
Stadi tedy ukazat, ze pro kazdy P € NPTIME plati P<SAT (pfipomeiime, Ze se omezujeme
na ANO/NE problémy).
Uvazujme tedy libovolny, ale déle pevny, problém P € NPTIME. Ten je nutné rozhodovan
nedeterministickym Turingovym strojem M s ¢asovou slozitost! Ty (n) < p(n) pro uréity
polynom p. Je potfeba ukédzat, ze existuje polynomiélni algoritmus (pfesnéji feceno Turin-
gliv stroj s ¢asovou slozitosti omezenou polynomidlni funkef), ktery k libovolnému vstupu
w problému P zkonstruuje booleovskou formuli F,, (v konjunktivni normélni formé), kterd
je splnitelné pravé tehdy, kdyZ odpovéd na otédzku P pro w je ANO.
Mame-li ovSsem déan vstup w velikosti n, pak k rozhodnuti o odpovédi na otazku P pro
w stac zjistit, zda existuje posloupnost konfiguraci Cy, C1, Cs, . . ., Cprn), kterd predstavuje
mozny prijimajici (tj. konéici odpovédi ANO) vypoéet stroje M na vstupu w; vSimnéme
si, ze velikost konfiguraci je rovnéZ nutné omezena hodnotou p(n).
Neni t8zké (i kdyZ je to technicky pracné) zkonstruovat formuli zachycujici schéma takového
vypoctu, kterd je splnitelna prévé tehdy, kdyz ptislusna posloupnost konfiguraci existuje.
(Podrobngéji bude konstrukce probréana na cvieni.)

d
Maéame-li dokdzanu NP-uplnost jednoho problému, je mozné ji vyuzit k ditkazu NP-tplnosti

(¢ NP-obtiznosti) problémi dalsich:

Tvrzeni 6.6 Jestlize P, <1 Py a Py je NP-tézky, pak Py je rovnéZ N P-téZky; kdyZ je navic
P, v NPTIME, je N P-uplny.

Dukaz: Tvrzeni plyne snadno z faktu, Ze slozeni dvou polynomialnich funkei je opét po-
lynomiélni funkce—byt vyssiho stupné; jinymi slovy: relace < je tranzitivni.

O

Demonstrovanim piislusnych preveditelnosti ukazeme na prednasce NP-tuplnost nékolika
jiz uvedenych a dalsich problémt. Napt. ukazeme:

e SAT IS

e IS<HC (referovano na cviceni)
e HC<HK

e HK <« TSP

e SAT «3-SAT

e 3-SAT <3-CG
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kde dosud nezminéné problémy jsou definovany takto:

Ndzev: 3-SAT (problém SAT s omezenim na 8 literdly)

Vstup: booleovska formule v konjunktivni normélni formé, kde v kazdé klauzuli
(tj. v kazdém konjunktu) jsou pravé 3 literdly (literal je bud proménnd nebo
jeji negace).

Otdzka: je dana formule splnitelnd (tj. existuje pravdivostni ohodnoceni pro-
ménnych, pii kterém je formule pravdiva) ?

Ndzev: 3-CG (problém barveni grafu tremi barvams)

Vstup: neorientovany graf G = (V, E).
Otdzka: lze G obarvit tfemi barvami, tzn. existuje zobrazeni ¢ : V —
{coly, coly, colz} takové, ze V{vi,v2} € E : c(v1) # ¢(v2) ?

Predndaska 8

UvaZzujme jeSté problém

Nazev: ILP (problém celociselného linedrniho programovdni)

Vstup: matice A typu m x n a sloupcovy vektor b velikosti m, jejichz prvky
jsou celd cisla.
Otdzka: existuje celoCiselny sloupcovy vektor x (velikosti n) tz. Az > b 7

Jedna se rovnéz o NP-tplny problém. Snadno se ukaze, ze je NP-tézky (napf. pfevodem
3-SAT < ILP), ale na rozdil od difve uvedenych problémi je obtizngjsi prokazat, ze ILP €
NPTIME. Zhruba feceno, da se ukazat, ze pokud feSeni nerovnosti Az > b existuje, existuje
i feSeni ‘dostate¢né malé’—jeho zépis je polynomidlni vzhledem k zapisu A a b ; FeSeni se
tedy da v polynomialnim ¢ase ‘uhodnout’ a ovérit.

Otézka P=NP

Kdy?z se hovoti o tzv. P-NP problému (slovo ‘problém’ zde neni pouzito v nasem technickém
smyslu ), rozumi se tim oteviend otdzka, zda PTIME je vlastni podtfidou NPTIME ¢ zda
jsou si tyto tridy rovny.

Obecné se ma zato, Ze pro NP-tiplné problémy neexistuji polynomialni algoritmy; ovSem ni-
kdo to zatim nedokazal. Vsimnéme si, ze kdyby nékdo objevil polynomialni algoritmus pro
jeden NP-uplny problém, existovaly by polynomialni algoritmy pro vSechny tyto problémy.
Naopak kdyz by nékdo prokazal, ze pro jeden konkrétni NP-tiplny problém neexistuje poly-
nomialni algoritmus, neexistoval by takovy algoritmus pro zadny z NP-tplnych problémi.
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V praxi se tedy bere prokdzani NP-tplnosti (¢i vlastné NP-obtiZnosti) jako dikaz ne-
zvladnutelnosti problému—trvame-li na zaru¢eném nalezeni (nejlepsiho mozného) Feseni.
V tvahu pak pfichazeji napt. aprozimaéni algoritmy (u optimalizacni lohy se napf. mize
podafit sestavit rychly algoritmus, ktery zarucené nalezne TeSeni, jeZ je nejvyse dvakrat
horsi nez optimélni) & pravdépodobnostni algoritmy (vyuzivaji ‘hazeni kostkou’ a dévaji
rychle odpovédi, které vsak mohou byt s uréitou pravdépodobnosti nespravné; jejich vi-
cenasobnym opakovanim se ale dé docilit, Zze pravdépodobnost nespravného vysledku je
mizivd) — piiklady takovych algoritm® uvedeme v zdvéru kursu.

7 Dalsi tfidy cCasové i prostorové slozitosti

Strucng  obsah:  Tiidy PSPACE, EXPTIME, EXPSPACE. Idea rovnosti
PSPACE=NPSPACE (Savitchova véta). Piiklady PSPACE-uplnych problémi. Do-
kazatelné nezvladnutelné problémy - priklady problémt s exponencidlni ¢ vyssi
slozitosti.

Studijni cile: Umét vysvétlit probrané t¥idy sloZitosti, ilustrovat je priklady, vysvétlit pojem
dokazatelné nezvladnutelnych problémi.

T¥ida PSPACE

Pfedmétem naseho prvoradého zajmu je ¢asova slozitost algoritmi a problémut. Uz v pii-
padé konkrétnich algoritmti a problémii ovSem muze mit dobry smysl zkoumat také pro-
storovou (tj. pamétovou) sloZitost a specidlné vztah ¢asové a prostorové slozitosti (dany
algoritmus miiZe jit napf. zrychlit jen za cenu zvySeni paméfové narocnosti a naopak).

Strukturalni sloZitost samoziejmé zkoumd i tiidy problémi vymezené prostorovou slozi-
tosti. Ctenaf si jisté snadno doplni definice tiid PSPACE a NPSPACE a viimne si zfejmé
inkluze PSPACE C NPSPACE. Pro tyto tfidy se ovSem vi, Ze plati i inkluze obricend (a
je tedy PSPACE = NPSPACE); to ihned plyne z nasledujici véty (jen poznamenejme, ze
véta plati obecné&ji—pro nase tcely vSak postacuje uvedené znéni):

Véta 7.1 (Savitch, 1970) Je-li problém P rozhodovdn nedeterministickym Turingovym
strojem s prostorovou sloZitosti O(n¥), pak je také rozhodovdn deterministickym Turin-
govym strojem s prostorovou sloZitosti O(n?*).

Dikaz: Necht problém P je rozhodovan nedeterministickym Turingovym strojem M; s
prostorovou slozitosti nejvyse ¢;n* (pro néjaké konstanty cy, k). VSimnéme si, Ze pro vstup
w velikosti n miize stroj M; vydat odpovéd ANO pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost
konfiguraci Cy, Cy, Cs, . .., Cp, popisujici ptislusny vypocet; velikost kazdé konfigurace je
nejvyse rovna c;n”. Takovych konfiguraci je oviem nejvyse ¢ pro vhodné zvolené ¢ (jako
¢ lze zvolit soudet podtu symboli abecedy a poctu stavii stroje Mi). Jelikoz je zbytecné,
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aby se v uvedené posloupnosti konfiguraci néjaka konfigurace opakovala, staci uvazovat jen
m < et

Mélo by ted byt jasné, jak lze M, simulovat deterministickym Turingovym strojem M, s
prostorem c;n* - cen" (ten prosté zkousi systematicky vSechny moZznosti a pro kazdou z
nich zjistuje, zda se jedné o zapis hledané posloupnosti Cy, C1, Cs, . .., Cy).

Toto ovSem nestaci, nebot prostor pouZivany strojem M, je exponencialni. Zékladni idea
usetfeni prostoru spoc¢iva v tom, ze tkol ovéfeni, zda z konfigurace C' lze dosdhnout konfi-
guraci C’ za 2¢ krokt se d4 Tesit systematickym generovanim (‘prostfednich’) konfiguraci
C" a ovéfovanim, zda z C lze dosahnout C” za 27! krokt a z C” lze dosdhnout O’ za
261 krokti. K ovéfeni zminéngch dvou podiikolt je oviem mozné pouzit tenty# prostor !
Uplatnime-li tuto myslenku rekurzivné, neni tézké vyvodit, ze celkovy potfebny prostor
bude u upraveného M, nejvyse c;n® - con® pro vhodnou konstantu c, a tedy prostorova
slozitost My je pak O(n?).

Detailnéji bude dikaz probran na cviceni.

O

Pfipometime, Ze pro lib. funkci f je 7(f(n)) € S(f(n)) (napf. Turingliv stroj o€ividné
navstivi pfi vypoctu nejvyse tolik policek, kolik udéla krokit). Mél by ted uz byt ziejmy
vztah

PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE.

Pres velké tsili védecké komunity, nemizeme dosud vyloudit nejen moznost PTIME =
NPTIME, ale dokonce ani PTIME = PSPACE, byt se tyto moZnosti jevi velmi ‘ne-
pravdépodobnymi’.

Podobné jako u NP-tplnosti, 1ze definovat tzv. PSPACE-uplné problémy; definici napiSeme
obecnéji:

Definice 7.2 O problému P tekneme, Ze je C-tézky, kde C je néjakd trida problémi, jestliZe
pro kaZdy P’ € C plati P' < P. Je-li navic P € C, Tikame, Ze P je C-Gplny.

Znadmym piikladem PSPACE-tplného problému je problém

Nazev: QBF (problém pravdivosti kvantifikovangch booleovskyjch formuli)

Vstup: formule (3z1)(Vaz)(3xs)(Vay) ... (3xan—1)(Vre,)F (21, xa, . . ., Tay,), kde
F(x1,2,...,T2,) je booleovskd formule v konjunktivni normélni forms.
Otazka: je dand formule pravdiva 7

Pieveditelnosti z tohoto problému lze nap¥. ukdzat PSPACE-obtiznost riznych deskovych
her.
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Dokazatelné nezvladnutelné problémy

Jestlize prokédzeme NP-obtiznost ¢i PSPACE-obtiZznost néjakého problému, fikame, Ze je
prakticky nezvlddnutelny (intractable). Je totiz jasné, Ze navrhneme-li algoritmus, ktery
fesi (pfesné ten) dany problém, a neobjevime-li pfitom genidlni ‘trik’, na ktery dosud
nikdo nepfiel, bude mit algoritmus zfejmé exponencilni (¢i jesté horsi) slozitost. Obecné
pouZivat algoritmus (resp. odpovidajici program) budeme moci jen na velmi mald vstupni
data. Teoreticky ovSem porad jesté moznost rychlého algoritmu (zaloZeného na ‘genidlnim
triku’) existuje.

Pozndmka. Samoziejmé je mozné, Ze exponencialni algoritmus ve skutecnosti chceme pou-
7it jen na mald data, anebo ho tfeba pouzivame na data, pfi nichz se neprojevi ona (worst
case) exponencialni slozitost. V tomto smyslu praktickd nezvlddnutelnost (obecného) pro-
blému jeSté neznamend, ze ho v praxi nemize pocitacovy program uspésné fesit v pro
nas zajimavych piipadech. (Existuji i jiné moznosti, jak v praxi Gsp&Sné fesit i ‘nezvlad-
nutelny’ problém. Zminime se o tom v partiich o aproximacnich a pravdépodobnostnich
algoritmech.)

Znéme ovSem i tzv. dokazatelné nezvlddnutelné problémy (provably intractable problems),
tj. ty, u nichz mame dokdzdno, Ze pro né neexistuji polynomialni algoritmy. Definujeme-li
napf. tfidy

EXPTIME = | J7(2"),  EXPSPACE = | JS(2")
k=0 k=0
pak EXPTIME-tézky ¢i EXPSPACE-tézky problém je takovym dokazatelné nezvladnutel-
nym problémem.

Da se totiz ukazat, ze inkluze PTIMECEXPTIME, PSPACECEXPSPACE jsou skuteéné
vlastni (tzn., Ze neplati rovnost). (My to zde ale dokazovat nebudeme.)

Napt. nasledujici problém je EXPSPACE-tplny:

Ndzev: RE? (ekvivalence reguldrnich vjrazi s mocnénim)

Vstup: dva reguldrni vyrazy, v nichz je mozné pouzit mocnéni (tzn. je mozno
psat a? misto « - o).
Otdzka: reprezentuji zadané vyrazy tentyz jazyk ?

Poznamenejme, Ze stejny problém pro standardni reguldrni vyrazy (bez mocnéni) je
PSPACE-uplny. (Pfipomerime si, Ze slozitost je funkei velikosti vstupu; mocnéni v reg. vy-
razech umoziiuje exponencialné zkratit nékteré vyrazy bez mocnéni.) Ctenaf by si mél byt
schopen vyvodit, ze problém ekvivalence dvou nedeterministickych konecnych automatt
je tedy také PSPACE-uplny. (Pro deterministické konené automaty ovSem samoziejmé
zname polynomialni algoritmus; pfipomenme si, ze prechodem od nedeterministického au-
tomatu k deterministickému se obecné nemuzeme vyhnout exponencidlnimu narustu poc¢tu
stavi.)
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Prednadaska 9

Existuji samoziejmé i dokazatelnd té78i (superexponencidlni) problémy. Ilustrujme je pii-
kladem problému Presburgerovy aritmetiky (rozhodovani pravdivosti formuli teorie s¢i-
tani).

Ndzev: ThAdd (problém pravdivosti teorie séitdni)

Vstup: formule jazyka 1. Fadu uzivajici jediny ‘nelogicky’ symbol — ternarni (tj.
3-arni) predikdtovy symbol PLUS (PLUS(z,y,2) g v +y=2).

Otdzka: je dand formule pravdivd pro mnozinu N = {0,1,2,...}, kde
PLUS(a,b,c) je interpretovano jako a +b=c ?

Zde viibec neni zfejmé, ze existuje algoritmus, ktery dany problém fesi. Presburger ukazal
takovy algoritmus ve 20. létech 20. stoleti (jednim z cil tzv. Hilbertova programu bylo
ukazat podobny algoritmus i s pfipusténim predikatu pro nasobeni—mnemoznost feseni to-
hoto tkolu ukdzal pozdéji Godel). Mnohem pozdéji bylo ukdzéno, Ze kazdy algoritmus,
fesici problém ThAdd mé sloZitost minimalné 22°.

Presburger ukazal algoritmus vyuzitim tzv. metody eliminace kvantifikatori. Vysledky
teorie konec¢nych automatt umoznuji podat dikaz nasledujici véty velice elegantné:

Véta 7.3 Ezistuje algoritmus rozhodugici problém ThAdd.

Dukaz: (Idea.) Piedstavme si t¥istopou pasku, kde v kazdé stopé je Fetézec nul a jednicek,
tj. binarni zapis ¢isla. Na pasku samoziejmé muzeme hledét jako na jednostopou s tim,
Ze povolené symboly abecedy jsou usporadané trojice nul a jedni¢ek. Snadno nahlédneme,
Ze existuje konefny automat, ktery pfijima pravé ta slova v ‘abecedé trojic’, kterd maji
tu vlastnost, Ze soucet Cisla v prvni stopé s ¢islem v druhé stopé je roven éislu ve tfeti
stopé. Thned je to jasné pfi ¢teni odzadu; pak si stac¢i pfipomenout, ze regularni jazyky
jsou uzavieny na zrcadlovy obraz.

Z dalsich uzavérovych vlastnosti snadno vyvodime, ze pro lib. formuli F(z1,zs,...,2,)
jazyka ThAdd kterd neobsahuje kvantifikatory, lze zkonstruovat kon. automat Ax pfijima-
jici pravé bindrni zapisy téch n-tic ¢isel (na n-stopé pasce), pro které je F(z1, xa,...,Zn)
pravdiva.

Pro formuli (3x,)F (21, 22,...,T,) je moZné zkonstruovat automat, ktery pfijima prave
bindrni zapisy téch (n—1)-tic ¢&isel (dosazenych za x1,22,...,2,-1), pro které je
(32,)F (21,2, ..., x,) pravdivd: automat pracuje na (n—1)-stopé pésce, ale simuluje Ax
tak, Ze obsah n-té stopy nedeterministicky hdda ! (Pak ho samozfejmé lze pfevést na ekvi-
valentni deterministicky automat.)

Jelikoz (V) F(x1, T2, . .., z,) je ekvivalentni —(3z,,)~F (z1, 22, . . ., T,), nalrtli jsme takto
postup, ktery k formuli jazyka ThAdd v prenexni formé postupnou aplikaci zminénych
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konstrukei sestroji kone¢ny automat, ktery ptijme prazdné slovo pravé tehdy, kdyz vychozi
formule je pravdiva.
O

8 Rozhodnutelnost a nerozhodnutelnost problému

Struényg obsah: (Algoritmickd) rozhodnutelnost, nerozhodnutelnost a ¢dsteéna rozhodnu-
telnost problémi. Church-Turingova teze (algoritmus = Turingtiv stroj). Rekurzivni a re-
kurzivné spocetné mnoZiny (jazyky). Rekurzivni a ¢astecné rekurzivni funkce. Idea univer-
zélniho algoritmu (Turingova stroje).

Studijni cile: Umét vysvétlit pojem rozhodnutelného, nerozhodnutelného a castecné roz-
hodnutelného problému a objasnit roli Church-Turingovy teze. VSe umét ilustrovat na
piikladech problémut. Umét vysvétlit konstrukei univerzalniho algoritmu.

Pro nami dosud uvazované problémy vzdy existoval algoritmus, ktery piislusny problém
fesi (rozhoduje). Cheeme-li pojem algoritmické FeSitelnosti (¢ rozhodnutelnosti) problému
uvést presnéji, 1ze napi. podat tuto definici:

Definice 8.1 Problém P = (IN,OUT,p) (p : IN — OUT) je algoritmicky Fesitelny,
jestlize existuge algoritmus, ktery pro libovolny vstup w € IN skonci a vydd jako viysledek
p(w). Jednd-li se o problém typu ANO/NE, fikdme, Ze je algoritmicky rozhodnutelny, nebo
strucnéji rozhodnutelny.

Vsimnéme si, Ze se implicitné pfedpokladd, Ze vstupy a vystupy jsou ‘finitni objekty’ (¢i
jsou takto kédévany); uz jsme hovofili o tom, Ze staci uvazovat kédovani vstupt a vystupt
fetézci symbolu z néjaké konecné abecedy.

Pojem algoritmické rozhodnutelnosti ¢i algoritmické vycislitelnosti (FeSitelnosti) lze p¥iro-
zené definovat napf. pro mnoziny pfir. ¢isel, jazyky, ¢i funkce:

Definice 8.2 Mnozina M C N je rozhodnutelnd, jestlize problém prislusnosti k M
(Vstup: n € N; otdzka: plati n € M ?) je rozhodnutelny.

Jazyk L v abecedé ¥ (tedy L C X*) je rozhodnutelny, jestlize problém piislusnosti k L
(Vstup: w € ¥*; otdzka: plati w € L ?) je rozhodnutelny.

Funkce f : N — N je algoritmicky (nékdy té¥ efektivné) vydislitelnd, jestlize ‘problém
vypoctu jejich hodnot’ (Vstup: n € N; vistup f(n)) je algoritmicky vesitelny.

Pojmy definované v predchozich definicich se odvolavaly k pojmu ‘algoritmus’. Nahradime-
li v nich pojem ‘algoritmus’ pojmem ‘Turingtv stroj’, uvddime u definovanych pojmu vyraz
‘rekurzivni’:

Definice 8.3 Problém typu ANO/NE je rekurzivni, jestliZe je rozhodovdn Turingovym
strojem. Podobné zavddime pojmy rekurzivni jazyk, rekurzivni mnozina, rekurzivni funkce.

P. Jancar: Vy¢islitelnost a sloZitost 46

Pozndmka. Pojem ‘rekurzivni’ je v této souvislosti ustélen z historickych divodd, které
zde nebudeme rozebirat. Jen poznamenejme, Ze napf. pojem ‘rekurzivni funkce’ nelze zto-
tozilovat s tymz pojmem v programovacich jazycich.

Jak ale ¢tenaf zfejmé ocekava, mame velmi dobré divody piijimat nésledujici tezi (axiom):

Church-Turingova teze

Ke kazdému algoritmu je mozné zkonstruovat s nim ekvivalentni Turinguv stroj
(p7i vhodném vyjddreni vstupt a vystupt jako fetézci v urcité abecedé); ekvi-
valenci zde rozumime podminku, Ze algoritmus i Turingiv stroj se zastavi (1.
jejich béh, vipodet, se zastavi) prdvé pro tytéz vstupy, pFicemZ pro tytéZ vstupy
budou prislusné vystupy totozne.

Dasledek 8.4 Pri prijeti Church-Turingovy teze lze ztotoZnovat pojmy rekurzivni a roz-
hodnutelny (v pFipadé (totdlni) funkce pojmy rekurzivni a algoritmicky vy¢islitelnd).

JelikoZ pojem ‘algoritmus’ bereme jako pojem zakladni (podobné jako napf. pojem ‘mno-
7ina’) a nikoli odvozeny (tj. definovany pomoci zdkladnich a z nich odvozenych pojmil),
nelze Church-Turingovu tezi dokazat jako matematickou vétu. VSimnéte si ovSem, Ze v ob-
raceném smeéru je platnost teze zfejma. Tyto tvahy jsou uz spise logicko-filozofické povahy
a zde je nebudeme déle rozebirat.

Pro nés je zde podstatné, ze Church-Turingova teze, stru¢né feCeno, ztotoziluje pojmy
algoritmus a Turingtiv stroj. Pfitom (zatim) naSe zkuSenost a mnohé vysledky teorie vy-
Cislitelnosti potvrzuji, Ze prijimani teto teze je rozumné.

Brzy ukazeme dikaz algoritmické nerozhodnutelnosti uréitého problému (problému zasta-
veni). Ve skutecnosti ovSem dokdZeme, Ze tento problém neni turingovsky rozhodnutelny,
tj. neni rekurzivni. Ze je v tom piipadé (algoritmicky) nerozhodnutelny, vyplyvé z Church-
Turingovy teze; to se v takové souvislosti vétsinou explicitné neuvadi, ale meéli bychom to
mit na paméti.

Nejprve ale uvedeme definici Sirsi t¥idy nez je t¥ida rozhodnutelnych problém:

Definice 8.5 Problém typu ANO/NE je Gastetné rozhodnutelny, jestliZe existuje algorit-
mus, ktery skonéi prdvé pro ty vstupy problému, na néZ je odpovéd ANO. (Pro vstupy s
odpovédi NE je béh algoritmu nekonecny).

Podobné definujeme pojmy ¢astecné rozhodnutelny jazyk, ¢astecné rozhodnutelna mnozina.

Je zfejmé, Ze kazdy rozhodnutelny problém je i ¢astedné rozhodnutelny (pro¢ 7). Za chvili
uvidime, Ze naopak to neplati.

Jesté uvedeme analogicky pojem pro funkce:

Definice 8.6 Cdstecnd funkce ¢ : N — N (Dom(¢) C N') je algoritmicky (nekdy téz
efektivng) vycislitelna, jestliZe existuje algoritmus, jenZ prijme jako vstup libovolné n € N,
zastavi se pravé tehdy, kdyz n € Dom(9), a v tom pripadé vydd ¢(n).
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Nahradime-li opét pojem ‘algoritmus’ pojmem ‘Turingtiv stroj’, dostaneme definice rekur-
zivn€ spocetného jazyka, rekurzivné spocetné mnoziny, cdastecneé rekurzivni funkce. Za pred-
pokladu Church-Turingovy teze miZeme ovSem op&t provést prislusné ztotoZnéni pojmii.
Urcity vztah mezi rozhodnutelnosti a ¢asteénou rozhodnutelnosti uvadi nasledujici véta
(zformulujte si ji i pro ANO/NE problémy):

Véta 8.7 (Post) Mnozina A C ¥* je rozhodnutelnd prdvé kdyZ A i A jsou Edstecné roz-
hodnutelne.

Dukaz: Dikaz je veelku pi{mocary (promyslete jej); hlavni myslenka spoc¢ivd v tom, Ze
k dvéma algoritmim (Turingovym strojim) lze zkonstruovat algoritmus (Turingiv stroj),
ktery je provadi ‘paralelné’; tj. ‘stiidavé sekvencéné’.

d

Univerzalni algoritmus

Uvazujme na chvili pracku. Je to vlastné zarizeni, které realizuje urcity algoritmus. Po-
dobné tieba automobil atd. A co poc¢ita¢ 7 Ten také realizuje urcity algoritmus. Hlavni
¢innost (‘proceduru’) tohoto algoritmu lze ov§em nazvat Proved zadany algoritmus (neboli
program,) pro zadany vstup (neboli data). Proto ten algoritmus realizovany pocitacem je
vlastné

univerzalni algoritmus

(schopny realizovat jakykoli zadany algoritmus). Formalné existenci takového univerzal-
niho algoritmu potvrzuje nésledujici véta. (Diikaz, tj. konstrukei univ. stroje, podrobné
probereme na cviceni.)

Znadeni |M (w) znamend “stroj M se na vstup w zastavi” (tzn. jeho vypocet
skondi, je-li v pocatecni konfiguraci na pasce slovo slovo w).

Véta 8.8 (O univerzalnim Turingovu stroji.) Lze sestrojit Turingiv stroj U takovy, Ze pro
libovolny Turingiv stroj M s abecedou {0,1,0} a libovolné w € {0,1}* plati:

1/ M(w) < 'U(Kod(M) -w) a

2/ jestlize \M(w), pak M(w) = U(Kod(M) - w).
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Prednaska 10

9 Nerozhodnutelné problémy

Strucng obsah: Metoda diagonalizace a dtkaz nerozhodnutelnosti problému zasta-
veni (otdzky, zda !M(w)). (Algoritmickd) preveditelnost problémt; vyuziti pro dikaz
(ne)rozhodnutelnosti. Posttiv korespondenéni problém a aplikace na problémy z teorie (bez-
kontextovych) jazykt. Problémy z logiky. Riceova véta o nerozhodnutelnosti netrivialnich
vstupné-vystupnich vlastnosti algoritmi (programi).

Studijni cile: Zvladnout prokazovani nerozhodnutelnosti (a pfipadné ¢asteéné rozhodnu-
telnosti) problémt v probranych a podobnych piikladech. Umét aplikovat Riceovu vétu.

Vzpomenme si, Zze u NP-tiplnych problému jsme nejprve dokézali NP-tiplnost jednoho (kon-
krétné problému SAT) a pak jsme pomoci polynomialni pfeveditelnosti prokazovali NP-
uplnost (resp. NP-obtiznost) dalsich problémi.

Podobna situace je u nerozhodnutelnych problémut. Kdyz prokazeme nerozhodnutelnost
jednoho, k prokazani nerozhodnutelnosti dalsich uz (vé&tsinou) stac vhodné aplikovat tzv.
algoritmickou pfeveditelnost.

Roli prvntho (zdkladniho) nerozhodnutelného problému hraje problém zastaveni:

Nazev: HP (Halting problem)

Vstup: Turingiiv stroj M (resp. jeho kéd Kod(M)) s abecedou {0, 1,00} a slovo
w e {0,1}*
Otdzka: zastavi se M na w (tj. plati IM(w)) ?

Véta 9.1 Probléem HP je nerozhodnutelny.

Dukaz: Pripomenme nejprve, ze Turingovy stroje lze pfimocafe kédovat Fetézci nul a
jednicek, tedy Kod(M) € {0,1}*.

Diikaz je vedeny sporem. Predpokladejme, ze ex. Tur. stroj H, ktery se pro lib. vstup
u € {0,1}* tvaru u = Kod(M) -w (pro n&jaky Tur. stroj M a slovo w) zastavi a rozhodne,
zda M (w) ¢ nikoliv (skonéi napf. bud ve spec. stavu gano nebo v gyg). U stroje H je
samozfejmé mozné také predpokladat pouze abecedu {0, 1,}.

Sestrojme nyni stroj D s abecedou {0,1,0}, ktery se chova nésledovné: vstupni slovo
v € {0,1}* nejprve zdvoji (vytvorf slovo vv) a na to ‘spusti’ (jako podprogram) stroj H.
Jestlize (podprogram) H skonéi ve stavu gano, stroj D prejde do nekonecného cyklu (a
tedy se nezastavi); jestlize H skonéi ve stavu gy g, stroj D se zastavi (stav gyg bude také
jeho koncovym stavem).
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Kdyz ovSem nyni prozkouméme, zda se D pfi spusténi na sviij vlastni kéd Kod(D) zastavi
¢i nezastavi, dosp&jeme p¥i obou moznostech k logickému sporu (zastavi se a nezastavi se
soucasné).

O

Dalsi véta plyne snadno z predchozi véty, véty o univerzalnim Tur. stroji a Postovy véty:

Véta 9.2 Problém HP je édstecné rozhodnutelny, jeho dopliikovy problém neni (ani) éds-
tecné rozhodnutelnsy.

Vsimnéme si, Ze v dikazu nerozhodnutelnosti problému zastaveni (HP) jsme vlastné do-
kazali nerozhodnutelnost specialniho podproblému, ktery oznacime

DHP (Diagonal Halting Problem)
Vstup: Stroj M dany svym kédem Kod(M);
Otdzka: Zastavi se M na sviyj kéd (tj. na slovo Kod(M)) ?

Pozndmka. Metoda diikazu je v principu aplikaci tzv. Cantorovy diagonalizac¢ni metody, jez
ma v teorii vy¢islitelnosti ¢asté pouziti (Cantor ji mj. pouzil na dikaz toho, Ze neexistuje
bijekce mezi mnoZinou pfirozenych a mnoZinou redlnych &isel).

Mame-li dok4dzanu nerozhodnutelnost jednoho problému, je mozno ji vyuzit k prokazéani
nerozhodnutelnosti dalsich problémt. Napf. z nerozhodnutelnosti problému P ihned plyne
nerozhodnutelnost jeho doplitkového problému (ANO, NE pichozeny). Vice uziteény je
ovsem nasledujici pojem:

Definice 9.3 Problém P1 je (algoritmicky) preveditelny na problém P2, oznacme Pl —
P2, jestlize existuje algoritmus A, ktery pro libovolny vstup w problému P1 sestroji (tzn.
skonét sviy vgpocet a jako vystup vydd) vstup P2, oznaéme jej A(w), pricemZ plati, Ze
odpovéd na otdzku problému P1 pro vstup w je ANO prdvé tehdy, kdyZ odpovéd na otdzku
problému P2 pro instanci A(w) je ANO.

Pozndmka. Ctenafe jisté nepfekvapi, Ze pojem rekurzivni pieveditelnosti se definuje ob-
dobné s tim, Ze pojem algoritmus se nahradi pojmem Turingtiv stroj. Pfipomenme, Ze pii
prijeti Church-Turingovy teze jsou pojmy rekurzivni a algoritmické preveditelnosti totozné.
Uzite¢nost uvedeného pojmu pro nase ucely vyslovuje nasledujici tvrzeni, jehoz dikaz by
mél byt zfejmy (srovnejte se situaci u NP-tplnych, ¢ NP-t&zkych, problém):

Tvrzeni 9.4 Je-li P1 — P2 a problém P1 je nerozhodnutelny, je i problém P2 nerozhod-
nutelny.
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Priklad. Takto se napf. prokaze nerozhodnutelnost problému UH P (Uniform Halting Pro-
blem. Vstup: Tur. stroj M; Otdzka: Zastavi se M na kazdy vstup (tj. plati Vw 1M (w) ?.)
Pii prokazani HP — UH P stac¢i navrhnout algoritmus, ktery k zadanému M, w sestroji
stroj M, jenz nejdiive otestuje vstup a v piipads, Ze jde o w, ‘spusti’ (podprogram) M a
v opacném piipadé se ihned zastavi.

Uvedeme ptiklad jiného dilezitého nerozhodnutelného problému:

Problém PKP (Postiv korespondenéni problém)

Vstup: dvojice seznamil uy, ug, ..., U, a vy, Vs, ..., 0, (pro n&j. n > 1) neprazdnych
Fetézcl (slov) v néjaké abecedé.

Otazka: ma PKP pro danou instanci feSeni , tj. existuji indexy y,%2,...,%,, 7 > 0,
tak, ze wi i, ... U, = VUi, ... 0;, 7 (Jestlize ¢ = 1, hovofime o inicidlnim FeSeni.)
Diikaz nerozhodnutelnosti problému PKP lze provést napf. prokdzanim preveditelnosti
HP — IPKP — PKP, kde problém IPKP je zadan obdobné jako PK P, jen otazka se
pté, zda existuje inicidlni feseni pro dany vstup. Hlavni myslenka preveditelnosti HP —
IPKP spo¢iva v nasledujicim: k danému M, w se sestroji prvni ¢leny seznamti u; = $,
v1 = $qow$ (kde qo je poc. stav M). Dalsi dvojice se voli tak, aby jedind mozné cesta
k ziskani inicidlniho Feseni spocivala v urcité simulaci vypoctu M na w s tim, Ze feSeni
existuje pravé tehdy, kdyz M se zastavi na w.

(Podrobnéji bude probréno na cviceni).

PKP se d4 uzit k diikazu nerozhodnutelnosti nékterych problémi v teorii formalnich jazyki.
Napi. lze PKP snadno prevést na néasledujici problém:

Instance: dvé bezkontextové gramatiky G, Go

Otdzka: Plati L(G1) N L(G2) # 0 7 (Tzn. ‘Lze néjaké slovo vygenerovat obéma gra-
matikami ?’)

Myslenka prevodu je jednoducha:

K instanci ui, us, . . ., Uy, V1,02, ..., v, problému PKP sestrojime gramatiky
G1: 8 > upSay |ugSas | ... |unSay, |uray |ugas | ... |upay,
Go: S — viSay |vaSaz | ... |vaSan |viar | vaas] ... |vpay,
kde ay,as, ..., a, jsou nové pridané symboly.

Podobné se da dokazat, ze pro bezkontextové gramatiky je nerozhodnutelnym problémem
otédzka ‘L(G) = X* 7', tedy i otdzka ‘L(G1) = L(G) 7" apod.
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Pozndmka. (Ne)rozhodnutelnost je také dilezitou zkoumanou vlastnosti u logickych teorii.
Uz jsme vidéli piiklad rozhodnutelné Presburgerovy aritmetiky (ThAdd). Zde jen pozna-
menejme, Ze piidame-li vedle rela¢niho symbolu PLUS jesté symbol MULT (s analogickou
interpretaci pro nésobeni), problém zjistovani pravdivosti formuli v mnoziné p¥irozenych
C¢isel je pak nerozhodnutelny (coZ byl velmi vyznamny a pfekvapivy vysledek dosazeny
Godelem a Churchem ve tiicatych létech dvacatého stoleti).

Riceova véta

Na zavér této ¢asti uvedeme dulezitou vétu, jez ukazuje nerozhodnutelnost celé t¥idy pro-
blémi. Vyslovime ji nejdiive v ponékud neformalnim znéni; slovo algoritmus zde ‘pro prak-
ti¢t&jsi vyznéni’ nahrazujeme slovem program (coZ je algoritmus zapsany v n&jakém pro-
gramovacim jazyku).

Jakdkoli metrividlni vlastnost programi tykajici se vyhradné jejich
vstupné/vystupniho chovdni je nerozhodnutelnd (tj. mnozina vech programi
s danou vlastnosti je nerozhodnutelnd).

Rozumi se, Ze vlastnost V' je vstupné/vystupni pravé tehdy, kdyz kazdé dva programy, které
realizuji totéz vstupné/vystupni zobrazeni (pfevadéji stejné vstupy na stejné vystupy) bud
oba vlastnost V' maji nebo ji oba nemaji.

Vlastnost V' je trividlni, kdyZ ji maji bud vsechny programy nebo ji neméa zadny program;
jinak (tedy kdyz ex. program, jenZ V mé4, a ex. program, jenz V nemd) se V nazyva
netrivialni.

Vyslovime uvedenou vétu v pfesnéjsi formé (a pro Turingovy stroje). Omezime se pfi-
tom (jak vime, bez velké Gijmy) na Turingovy stroje realizujici (C4stecnd) zobrazeni typu
{0,1}* — {0, 1}* (vstupem je Fetézec nul a jednicek, p¥i ukonceni je neprazdny tsek pasky
také Fetézcem nul a jednifek). Ozna¢me mnozinu vSech takovych Turingovych stroji jako
ALL.

Véta 9.5 (Rice) Necht A je néjakd mnoZina algoritmicky vycislitelnijch (¢dsteénych) zob-
razent typu {0,1}* — {0,1}*. Pokud pro mnoZinu

My ={M

M je kdd Tur. stroje realizujictho zobrazeni patvici do A)}

plati M4 # 0 a M4 #ALL, pak M4 je nerozhodnutelnd.

Dukaz: Vezméme néjakou takovou .4, kterd neni prazdnd ani nezahrnuje vSechny alg.
vycislitelné funkce. Necht nikde nedefinované zobrazeni L : {0,1}* — {0, 1}* nepatii do
A (opa¢ny pFipad se fesi podobng). Necht M realizuje L, tedy M; ¢ My, a necht M,
realizuje néjaké zobrazeni z A (nutné takovy existuje); tedy My € M 4.
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Ukazeme, Ze problém DHP je preveditelny na M 4 (tj. na problém piislusnosti k M y4),
¢imz prokazeme nerozhodnutelnost M 4.
Algoritmus pfevodu DHP — M 4 k danému stroji (kédu stroje) M (tj. ke vstupu problému
DH P) sestavi stroj M, ktery je ‘naprogramovan’ tak, ze jeho ¢innost je nasledovna:
M’ nejprve vpravo vedle svého vstupu (na kterém v této chvili nezalezi) zapise slovo
Kod(M) a na ngj spusti (podprogram) M; pokud tento (pod)vypocet skonéi, smaze M’
pfipadny zbytek po tomto vypoctu, najede na puvodné dany vstup a spusti na néj Ms.
Je ziejmé: kdyz M se zastavi na Kod(M) (tj. odpovéd na dany vstup problému DHP je
ANO), realizuje M’ totéz zobrazeni jako M, a tedy patii do M 4; kdyZz M se nezastavi na
Kod(M) (odpovéd v DHP je NE), realizuje M’ zobrazeni L, tedy totéz jako M; a tedy
do M 4 nepatii.

O

Prednaska 11

10 Dalsi partie teorie a praxe algoritmu

Strucény obsah: Ilustrace problematiky v oblastech aproximacnich, pravdépodobnostnich,
paralelnich a distribuovanjch algoritmi. Mj. téz podstata Sifrovani s vefejnym klicem (me-
todou RSA). Zminka o novych, netradi¢nich vypocetnich modelech (kvantové vypocty,
DNA-vypocty).

Studigni cile: Umét vysvétlit zdkladni principy v uvedenych oblastech a ilustrovat je na
prikladech.

10.1 Aproximacni algoritmy

Setkali jsme se s fadou optimaliza¢nich tloh — v takové tloze je hleddno optimum v jisté
mnoziné piipustnych feSeni (napf. se jednd o minimélni kostru ohodnoceného grafu, ma-
ximéalni nezavislou mnozinu vrcholu grafu, nejkratsi okruzni jizdu obchodniho cestujictho
apod.). Pro nékteré tlohy jsou zndmy rychlé (tj. polynomidlni) algoritmy (napf. pro zmi-
nénou minimélni kostru); pro mnohé ovéem polynomidlni algoritmy (pFesnéji feceno, algo-
ritmy s polynomialni ¢asovou slozitosti), které by vzdy nalezly optimum, nemame — a podle
mnoha indicii tyto algoritmy ani neexistuji (je tomu tak u problému maximélni nezdvislé
mnoziny i u problému nejkratsi okruzni cesty; pfipomerite si otazku P;NP).

Co lze délat, nemame-li pro feSeni tlohy pouzitelny algoritmus a pfesto ji potfebujeme Fesit
v praxi ? Jednou z moznosti je pouZit aprozimacni algoritmus, ¢imz rozumime rychly (po-
lynomiélni) algoritmus, ktery alespoli aproximuje optimum — tj. vypo¢te néjaké p¥ipustné
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feSen{ (napf. okruzni cestu), které neni pokud mozno moc horsi nez optimum (tedy napf.

29

vypoctend okruzni jizda neni “o moc delsi” nez ta nejkratsi mozna).

Pro sestaveni aproximac¢niho algoritmu miizeme napf. pouzit nékterou obecnou metodu
vedouci k rychlym algoritmtim; nap¥. okruzni jizdu je mozné sestavit “hltavym” (greedy)
pristupem — jeho podstatu lze vyjadfit slovy “doSel-li jsi uz do mésta A, pokracuj déle do
jemu nejbliz§itho mésta, které jsi dosud nenavstivil, atd.”. Nebo lze napf. pouzit néjakou
heuristiku specifickou pro dany problém (tj. blize nezdivodnény postup, ktery dava v praxi
uspokojivé vysledky nebo o kterém se alespoit domnivame, ze takové vysledky muze davat).
Jak ale hodnotit kvalitu aproximac¢niho algoritmu, tj. kvalitu jeho vystupt ? Urcitou ori-
entaci nam samoziejmé vzdy muze poskytnout experiment; napf. srovnanim vystupt dvou
rliznych aproximacnich algoritmi pro vybrané (pro néas zajimavé) instance problému mi-
zeme pripadné usoudit, ktery z algoritmi se pro nase ucely jevi jako vhodnéjsi. Byly a
jsou ovsem vypracovavany i teoretické postupy, které umoznuji vyjadrovat kvalitu aproxi-
macnich algoritmi na exaktnéjsi bazi a navic umoznuji klasifikovat problémy podle miry
jejich aproximovatelnosti. Zde si to budeme jen stru¢né ilustrovat na zminéném problému
obchodniho cestujiciho (Travelling SalesPerson); uvazujme jej v této formé:

Ndzev: TSP (problém obchodniho cestugiciho)

Vstup: Gplny neorientovany graf s n vrcholy (“mésty”) (iplny znamend, ze mezi
kazdymi dvéma riiznymi vrcholy je hrana); kazdé hrané (i, ) je pfifazeno celé
kladné ¢islo d(i, j) (vzdélenost mezi mésty i a j)

Vistup: permutace m = {iy,ia,...,%,} mnoziny {1,2,...,n} (tj. “okruzni
Cesta”) tz. D(’]T) = d(/[:l7 ’I,Q) -+ (1(i27i3) + ...+ d(/[:n—lain) -+ d(/l,n.’lll) (t_] délka
okruzni cesty) je minimalni mo7na.

Bude uzitecné zvlast uvazovat i podproblém problému TSP, ktery oznac¢ime A-TSP — pro
jeho vstupy je vyzadovéano splnéni trojihelnikové nerovnosti (tj. pro lib. vrcholy 4, j, k je
d(i,j) < d(i, k) + d(k, j)).

Pozndmka. Pripomenme si standardni prevod instance problému hamiltonovské kruznice
(HK) na instanci (rozhodovaciho problému pfislusného k) TSP (pfi prokazovani HK<TSP);
jestlize (u,v) je hrana ve vychozim grafu, polozime d(u, v) = 1, jinak polozime d(u,v) = 2.
(Ve vychozim grafu G; s n vrcholy existuje hamiltonovskad kruznice pravé tehdy, kdyz ve
vytvoFeném (dplném) grafu G, existuje okruzni cesta délky n.) Jedn4 se vlastné o pfevod
HK«< A-TSP, coz ukazuje, ze uz podproblém A-TSP je NP-tézky.

Cuicent. Zapiste (pseudokédem) algoritmus Al, ktery k vstupu problému TSP sestroji
okruzni cestu (tj. permutaci) hltavym pfistupem, jak jsme se o tom zminili vyse.
Abychom se mohli vyjadiit o kvalité algoritmu Al (a dalsich aproximacnich algoritmil),
zavedeme nékolik pojmi a oznaleni. Pro vstup G problému TSP ozna¢me m(G) délku
nejkratsi (tj. optimalni) okruzni cesty. Pro aproximacni algoritmus A (pro problém TSP)
ozna¢me m4(G) délku okruzni cesty vydané algoritmem A pro vstup G. Je ziejmé, Ze abso-
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lutni chyba m4(G) — m(G) je nezdporna; idedlni by bylo, aby byla co nejmensi. VSimnéme
si nejprve, ze nemuzeme doufat, Ze by tato chyba byla omezena, a to ani v piipadé A-TSP:

Tvrzeni 10.1 Kdyby pro A-TSP existoval (polynomidlni) aprozimacni algoritmus A s
omezenou absolutni chybou (tj. existovalo by k € N tak, Ze pro vs. instance G je ma(G) —
m(G) < k), pak P=NP.

Dukaz: Predpoklddejme, Ze takovy algoritmus A a piislusné éislo & existuji. Pak by né-
sledujici polynomialni algoritmus vydéval optimalni feSeni A-TSP (tj. nejkratsi okruzni
cestu):

- v dané instanci G problému A-TSP vynasob kazdé d(i, j) ¢islem k+1; dostanes
tak instanci G’ (trojihelnikové nerovnost ziistane zachovana)

- na G’ spust algoritmus A; ten nutné vyda optimalni feseni (permutaci vrcholt,
odpovidajici nejkratsi cesté) (pro¢ ?), které je ovem i optimalnim FeSenim pro
G (pro¢ ?7)

O

KdyZz uZz nemiZzeme zajistit omezeni absolutni chyby m4(G) — m(G), miizeme alespoii
omezit (né&jakou konstantou) aprozimacni pomér m4(G)/m(G) 7 Algoritmus A1l nesplituje
ani to:

Cviceni. Ukazte, ze pro kazdé ¢ > 1 a kazdé n > 3 existuje instance G s n vrcholy
problému TSP tak, Ze ma1(G)/m(G) > c. Trosku naroénéjsi je pak ukézat, Ze pro kazdé
¢ > 1 existuje pro nekoneéné mnoho n instance G' s n vrcholy problému A-TSP tak, ze
ma(G)/m(G) > c.

Aproximacni pomér se u algoritmu Al dé alespon omezit pomalu rostouci funkei velikosti
vstupu - v pfipadé problému A-TSP; konkrétné se dd ukézat (n oznaluje podet vrchold
grafu G)

mal (G)
m(G) =

To ale neznamend, Ze problém A-TSP neni aproximovatelny s omezenym aproximacnim

pomérem. Zkusme sofistikovanéjsi (myslenkové ndro¢néjsi) algoritmus A2 (formulujeme ho
obecné pro TSP):

2 (Togn] +1)

ALGORITMUS A2
Pro dany vstup TSP, tj. ohodnoceny graf s n vrcholy:
- sestroj minimalni kostru grafu (podalgoritmem slozitosti O(n?))

- zvol lib. vrchol a z néj realizuj prohleddni sestrojené kostry (ktera je stromem)
do hloubky (depth-first search)
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- poradi navstiveni jednotlivych vrchold pfi onom prohledavani udava permu-
taci, ktera je vystupem algoritmu

Pro A2 snadno ukézeme, 7e v pfipadé problému A-TSP je aproximacéni pomér omezeny
konstantou, konkrétné

mA2(G)
m(G)

Cviceni. Dokazte piedchozi vztah; specidlné dokazte ¢ < m(G) a mas(G) < 2¢, kde ¢ je
soucet ohodnoceni hran v minimélni kostfe.

Algoritmus A2 je tedy lepsi nez Al; v pfipadé problému A-TSP nam vzdy zarucuje nalezeni
okruzni cesty, kterd je nejvysSe dvakrat tak dlouhd jako nejkratsi cesta (optimum).

Pozndmka. Christofides (1976) ukézal jesté lepsi algoritmus A3 pro A-TSP, pro néjz
ximacni algoritmus s lepSim aproxima¢nim pomérem neni zndm, ani neni znamo, zda by
existence takového algoritmu implikovala P=NP.

U obecného problému TSP nelze ovSem zadny r-aproximaéni algorimus, tj. algoritmus s
aproximacnim pomérem omezenym konstantou r, ocekavat:

Tvrzeni 10.2 Jestlize pro TSP existuje r-aproximacni algoritmus (pro néjaké r € N), pak
P=NP.

Dukaz: Piedpokladejme, Ze existuje r-aproximacni algoritmus A pro TSP.
Nyni v pfevodu instance problému hamiltonovské kruznice (HK) na instanci TSP zmi-
néném vyse polozme d(u,v) = 1, je-li (u,v) hrana vychoziho grafu, a jinak polozme
d(u,v) = 14 nr, kde n je poCet vrcholl vychoziho grafu. Algoritmus A spustény na vytvo-
fené instanci problému TSP by de facto rozhodl, zda ve vychozim grafu je hamiltonovska
kruznice (pro¢ ?).

O

K dalsimu studiu problematiky aproximacnich algoritmti 1ze doporucit predevsim prehle-
dovou monografii [A199]; nékteré aspekty jsou také rozebirdny napt. v [Hro99).

10.2 Pravdépodobnostni algoritmy

Existuji rozhodovaci (tedy ANO/NE) problémy, pro které nezndme rychlé (tj. polynomi-
alni) algoritmy, a pfesto je lze v praxi spolehlivé fesit nejen pro malé vstupy. Staci slevit
z absolutniho naroku na fesici algoritmus, totiz z toho, aby algoritmus vzdy vydal zaru-
cené (tedy stoprocentné) spravnou odpovéd. Presnéji feceno, pfestaneme vyzadovat, aby
algoritmus nutné predepisoval deterministicky proces, a p¥ipustime nahodny prvek (hézeni
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kostkou). Opakované béhy algoritmu na tentyz vstup pak mohou vydavat riizné vystupy
— kazdy z nich s uréitou pravdépodobnosti.

K formalizaci pojmu pravdépodobnostniho algoritmu mitizeme pouzit jednoduchou verzi
pravdépodobnostniho Turingova stroje (probabilistic Turing machine, PTM); takovy stroj
PM = (Q,%,T,0,q, F) si miZeme pfedstavit jako standardni Turingliv stroj s tim, Ze
0(g, a) mize byt nyni dvouprvkovd mnozina — v tom piipadé se pfi vypoétu v konfiguraci
uqav voli jedna ze dvou moznych bezprostiedné néasledujicich konfiguraci ndhodné — tak,
ze kazda mé pravdépodobnost zvoleni 1/2 (miiZeme si predstavit, Ze se zde hézi mincf).

Podobné jako u nedeterministického Turingova stroje, odpovid4 jednomu vstupu PTM
strom vypo¢ti. Vrcholy stromu jsou ohodnoceny konfiguracemi; kofen je ohodnocen poca-
tecni konfiguraci a néaslednici vrcholu ohodnoceného konfiguraci ¢ jsou ohodnoceni pravé
bezprostiedné nasledujicimi konfiguracemi konfigurace c.

Kazd4 hrana je pritom ohodnocena pfislusnou pravdépodobnosti — hrané vychézejici z
vrcholu s jednim néaslednikem je pfifazena 1, kazdé ze dvou hran vychazejicich z vrcholu s
dvéma nésledniky je pfifazena 1/2. Kazdému vrcholu v je pfifazena pravdépodobnost jeho
dosazeni — tj. sou¢in ohodnoceni hran na cesté od kofene k vrcholu v.

Pak lze napft. presné definovat pravdépodobnost jevu, Ze dany PTM vyda na dany vstup
z odpovéd ANO - tato pravdépodobnost je ddna soudtem pravdépodobnosti vrcholt ve
stromu vypoc¢tu pro vstup z, které jsou ohodnoceny koncovymi konfiguracemi, znamena-
jicimi odpovéd ANO (tedy pfijimajicimi konfiguracemi).

Neptjdeme zde do dalsich formélnich detailt, ale budeme si pravdépodobnostni algoritmy
ilustrovat na problému prvociselnosti:

Nazev: Prvociselnost

Vstup: piirozené &islo k (v dekadickém zapise)
Vistup: ANO, kdyz k je prvocislo, NE, kdyz k je ¢islo slozené.

Zmirtiovali jsme uz dffve, Ze pfimocaré testovani prvociselnosti podle definice vede k al-
goritmu s exponencialni slozitosti. Zadny polynomidlni) deterministicky algoritmus nebyl
az do 1éta 2002 zndm. (Ted uz je zndm, ale pfesto ma smysl kvili vétsi rychlosti nadale
uvazovat pravdépodobnostni algoritmus.)

Pozndmka. VSimnéme si, ze je ziejmé, ze doplitkovy problém — tj. problém slozenosti ¢isla
—je v NP (pro¢ ?). Vyuzitim jistych vysledki teorie &isel se da ukdzat, Ze i problém prvo-
¢iselnosti je v NP. Tento problém byl dlouho jednim z mala “pfirozenych” problémt v NP
(resp. v NPNco-NP), u ktergch neni zndm polynomialn{ algoritmus a ani se neumi proka-
zat NP-tplnost. (Méli bychom upfesnit, Ze jiz dfive byla zndma existence polynomidlniho
algoritmu, ktery by prvociselnost rozhodoval za pfedpokladu, Ze plati tzv. Riemannova
hypotéza — to se ovSem nevi.)

S vyuzitim poznatki teorie ¢isel lze sestavit rychly pravdépodobnostni algoritmus A (exis-
tuje polynom p tak, Ze délka kazdé vétve stromu vypoctu pro k je omezena p(log k); délka
vypoctu je tedy omezena polynomiélni funkei velikosti vstupu), ktery mé tyto vlastnosti
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- jestlize n je prvoéislo, vydd A odpovéd ANO s pravdépodobnosti 1 (NE viibec
nemtiZe vydat)

- jestliZe n neni prvoéislo, vyd4 A odpovéd NE s pravdépodobnosti alespori 1/2.

Pfedstavme si nyni, Ze A zopakujeme pro dané n napf. 50-krat. Kdyz (aspoi) jednou
vyda NE, vime, Ze n jisté neni prvodislo (a dale uz A opakovat nemusime). KdyZ ve vSech
piipadech vyda ANO, tak n je prvodislo s pravdépodobnosti vétsi nez 1 — 270 — tedy
“prakticky stoprocentng” (pro¢ ?).

Naznacime, jak algoritmus A vypadé. Mj. se opird o tzv. malou Fermatovu vétu:

Jestlize p je prvocislo, tak pro kazdé a,0 < a < p, plati

a> ' =1 (mod p)

Pozndmka. Nacrt diikazu: Rozvineme-li (a + b)? podle binomické véty, ovéfime snadno, ze
vysledek modulo p je roven a? + b?, je-li p prvocislo (ovéite !). Tedy (pocitdno modulo p)
mime 17 =1,2P = (1+1)? =17+ 17 = 1+ 1 = 2 a obecnd a? = a, z ¢ehoZ plyne a?~! = 1.
Jako dikaz slozenosti (tj. neprvociselnosti) daného ¢isla m nejlépe slouzi né&jaky netrivi-
alni délitel a ¢isla m (vSichni zndme rychly algoritmus, kterym se pfesvédéime, ze dané a
skutecné déli m). Z Fermatovy véty ovSem plyne dilezité pozorovani: kdyz nalezneme pro
dané m &slo a,0 < a < m tak, Ze a™ ! # 1 (mod m), tak jsme nasli svédka sloZenosti ¢isla
m (tedy svédka toho, Ze m neni prvocislo), byt tim neziskdme netrivialniho délitele m (jen
jsme tak dokdzali jeho existenci).

Pozndmka. Je dulezité si uvédomit, ze pocitani mocnin modulo m umime rovnéz velmi
rychle, a sice tzv. metodou “opakovaného umocnovani”: poéitanim xzqg = a, ;7 =
(20)2 mod m, x5 = (21)> mod m, x3 = (z2)? mod m, ..., z; = (%;-1)> mod m, ... do-
stavame postupné a, a> mod m, a* mod m, a® mod m, ..., a® mod m, .... Chceme-li pak
napi. znat a®°, vynasobime a®?2 - a®2 - a'® (tj.zg - x4 - ¥5; vie poditano samoziejmé modulo
m).

Predstavme si nyni hypoteticky, ze by platilo:

Hypotéza:
jestlize m neni prvocislo, tak alespon jedna polovina z ¢isel 1,2,...,m—1 jsou
svédkové sloZenosti ¢isla m

Pak by kyzeny pravdépodobnostni algoritmus A pro testovani prvociselnosti (ktery se pro
zadané slozené ¢islo mohl splést s pravdépodobnosti nejvys 1/2) byl nabiledni. (Jak by
vypadal ?)

Jak ukazuji dalsi vysledky teorie ¢isel, situace neni takto jednoduchd — uvedend hypotéza
neplati pro vSechna slozené d¢isla; definice svédka sloZenosti se ale d& upravit tak, aby
hypotéza (pro nové definovaného svédka) platila !
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Poznamenejme, ze a¢ problém testovani prvociselnosti je takto uspokojivé vyfesen, nejsou
znamy zadné rychlé algoritmy pro nalezeni prvociselného rozkladu slozeného ¢isla. Tedy ac
napr. umime rychle zjistit, ze dané 200-mistné ¢islo je slozené, nezarucuje nam to rychlé na-
lezeni netrividlniho délitele. Specialné, kdyz nam nékdo da 200-mistné ¢islo, které vytvoril
jako soucin dvou 100-mistnych prvocisel, nemame (zatim ?) praktickou Sanci tato prvo-
Cisla najit. (To, Ze tato “praktickd Sance” skutecné neexistuje, neumime dokédzat. V této
souvislosti si v§imnéte zminky o Shorové algoritmu v kapitolce o kvantovych vypoctech !).
V nasledujici podkapitolce si ukazeme, k ¢emu se to pouziva.

Sifrovaci systém s vefejnym klic¢em; RSA-kryptosystém

Stru¢né nastinime podstatu jednoho pouzivaného zptsobu elektronické komunikace, pfi
kterém se zprava Sifruje vefejné znamym klicem adresita a ktery rovnéz umoziiuje tzv.
‘elektronické podpisy’. Pfitom bude zfejmé souvislost bezpecnosti popsaného zpisobu s
otazkami teorie slozitosti.

Méjme doménu D (pFipustnych) zprav; napf. si pfedstavme mnoZzinu vSech (zapist) 200-
mistnych dekadickych &isel. (Ctendf si snadno piedstavi kédovan{ textu pomoci fetézce
dekadickych ¢islic; delsi zpravy pak sestévaji z vice bloka.)

Dvéma permutacim (vzdjemné jednozna¢nym zobrazenim) enc : D — D a dec : D — D
fekneme oboustranné komutativni Sifrovaci par, ddle jen Sifrovaci pdr, jestlize

Vm € D : dec(enc(m)) = enc(dec(m)) =m

Pfitom enc a dec jsou efektivné vyéislitelné (to zde znamena, Ze pro né existuji rychlé
algoritmy) a neméme zpusob, jak z algoritmu pro enc odvodit algoritmus pro dec.
Princip sifrovaciho systému s vefejnym klicem, v némz spolu uZivatelé komunikuji, spo¢iva
v tom, Ze kazdy uzivatel X si vyrobi svij Sifrovaci par (encx,decy), zvefejni algoritmus
pro ency a drzi v tajnosti algoritmus pro decy.

Kdy?7 chee uzivatel A zaslat zpravu m uzivateli B, vyhled4 ve vefejném seznamu (algoritmus
pro) encp a zasle mu encg(m). B po obdrzeni aplikuje decp a ziskd decg(encg(m)) = m.
Oboustrannd komutativnost u $ifrovacitho paru umoziiuje elektronické podpisy: A zaSle
dvojici encg(m), encg(deca(m)); B po precteni decg(encg(m)) = m zjisti, Ze zprava ma
byt od A (A uvede v m své jméno), druhd éast decg(encg(deca(m))) = deca(m) je pro néj
nesrozumitelnd — ovsem po vyhledéani a aplikaci encs musi dostat m, ¢imz ovéii pravost
(kdyZ se napt. jedna o podepsany Sek, miize ho B predloZit bance k proplaceni; viimnéte
si, Ze B neni schopen podpis A zfalSovat).

V RSA-systému si uzivatel X vyrobi Sifrovaci par podle nasledujiciho algoritmu:

1. Zvol dvé ndhodné 100-mistné prvoéisla p, g.

2. Spoditej souciny n = pg a ®(n) = (p—1)(¢ —1).
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3. Uréi (malé) e tz. GCD(e,®(n)) = 1 (GCD oznacuje nejvétsi spoleény délitel).
4. Vypocéti d tz. de = 1( mod ®(n)).
5. Zvefejni dvojici (e, n); Sifrovaci funkee je encx(m) = m® mod n.

6. Dr7 v tajnosti (d, n); degifrovaci funkee je decx(m) = m? mod n.

Bod 1 lze provést takto: Nahodné zvolime 100-mistné liché ¢islo, a otestujeme jeho prvoci-
selnost pravdépodobnostnim algoritmem zminénym vyse. Kdyz prvocislem neni, pfi¢teme
2, znovu otestujeme, v negativnim pripadé znovu pfi¢teme 2 atd., dokud test prvociselnosti
neskondi pozitivné. D4 se ukazat, ze prvocislo bude “takika jisté” nalezeno mezi prvnimi
200 testovanymi ¢isly. (To lze odvodit z faktu, Ze funkce m(n) uddvajici pocet prvocisel
mezi prvnimi n pfirozenymi ¢isly, je velmi dobfe aproximovéana funkei n/Inn.)

Body 3. a 4. se daji Fesit takto: postupné probirdme (kandidaty na ¢islo) e a Eukleidovym
algoritmem ovéfujeme zda, GCD(e,®(n)) = 1; v kladném piipadé dostaneme (pii urcité
varianté Eukleidova algoritmu) pfimo linedrni kombinaci a-e+b-®(n) =1 a tedy lze vzit
d=a.

7 elementérnich fakti teorie &isel se d4 ukézat korektnost, tj. ¥m : m* = m (mod n).

Pfipomeneme-li si metodu “opakovaného umociiovani”, je zfejmé, ze (de)sifrovat se da
velmi rychle.

Bezpecnost systému spociva v tom, ze se nevi, jak d zjistit jinak, nez pro n nalézt rozklad
n = p - q; jak jsme uz zminili, nejsou ale znamy zadné algoritmy, které by byly v rozumné
dobé schopné nalézt prvociselny rozklad 200-mistnych ¢isel.

Dalsi informace o problematice pravdépodobnostnich algoritmi, Sifrovani apod. najde ¢te-
néf napf. v [CLR90], [Sip97].

Prednaska 12

10.3 Paralelni algoritmy

V této casti se jen letmo dotkneme oblasti paralelnich algoritmt a paralelni vypoctové
slozitosti.

S rozvojem paralelnich architektur, specialné pocitac¢i s vice procesory, se pfirozené vy-
notila otazka, zda a které problémy lze Fesit rychleji, pouzijeme-li k jejich feSeni paralelni
piistup, tedy algoritmus, ktery (na rozdil od standardniho sekven¢niho algoritmu) po¢ita
s vice vykonavateli (procesory). Napf. k problému

Ndzev: Vzorek v textu
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Vstup: vzorek p (‘krétkd’ posloupnost symbolil) a text ¢ (‘dlouhd’ posloupnost
symboltt)

Vystup: mista vSech vyskyta p v ¢
muiZeme néjaky standardni algoritmus A nahradit paralelnim

- rozdél vstup ¢ na dvé (priblizné stejné dlouhé) ¢asti tq, t2
- spust paralelné¢ A na p,t; a A na p,t,

- zpracuj (‘slej’) vysledky obou paralelné bézicich ‘(pod)procestt’ (pfitom oSet¥i
rozhrani #1,t2) a vydej na vystup

Mame-li skuteéné moznost paralelni béh implementovat (mdme dva vykonavatele), doba
vypoctu se v zasadé dvakrat zmensi oproti algoritmu A — za predpokladu, Ze pfi-
dand ¢innost spojena s rozdélenim prace a zkombinovanim vysledki prace jednotlivych
(pod)procest je v celkovém kontextu zanedbatelna.

Ctenaf snadno navrhne tpravu algoritmu pro pifpad tif, ¢ty¥, ¢i obecné k procesorti. Na
druhé strané asi tusi, ze chceme-li néjak postihnout a studovat paralelni vypocty obecné,
nestaci se omezit na model s fixnim poctem procesori. Proto budeme poéitat s (poten-
cidlné) neomezenym paralelismem, konkrétné s modely umoziujicimi nasadit na vstup
velikosti n az f(n) procesori, kde f je né&jakd (napf. i exponencialni) funkce.

V piipadé hledani vyskytd vzorku p v textu ¢ délky m si mtizeme predstavit nasazeni m
procesord 1,2,...,m, pfi¢emZ procesor ¢ zjistuje, zda se vzorek p nachézi na pozici i (v
kladném piipadé vyda i na vystup). Pomineme-li etapu rozdéleni prace mezi procesory a
feSeni pripadnych konfliktt na vystupu, je délka ‘jadra’ vypoctu celého systému umérna
délce ¢ vzorku p.

Miuzeme ovSem také paralelizovat ¢innost ovéreni, zda p se vyskytuje na pozici ¢: na tento
kol nasadime tym — (-tici procesort (¢,1), (i,2), ..., (¢,£), kde procesor (¢,7) zjistuje, zda
p(j) = t(i+ j — 1) (zde p(j) oznacuje j-ty znak v p); v zdporném piipadé napt. zapise 1
do jisté pamétové buriky b; vyhrazené i-tému tymu (jeji hodnota byla na zadatku 0). Po
ukonceni prace vSech ¢lent tymu ‘manazer tymu’ (napf. (i, 1)) vyda na vystup i v piipadé,
7e b; = 0. Takto je délka trvani ‘jadra’ vypoctu nezavisla na velikosti vstupu a lze ji omezit
néjakou konstantou.

Abychom mohli ivahy o paralelnich algoritmech a jejich vypoctové slozitosti zpiesnit,
potiebujeme néjaky konkrétni ‘paralelni pocitac’, resp. jeho abstraktni model. Podobné
jako ndm v pfipadé sekvencnich algoritmi poslouzil model RAM, mize ndm zde poslouzit
PRAM (parallel RAM), definovany nize. Na rozdil od ‘sekvenéniho piipadu’, kde RAM je
skutecné obecné pfijimanym referenénim modelem, v ‘paralelnim piipadé’ je otazka ‘toho
pravého’ modelu daleko komplikovangjsi. Nejdiive se ale soustfedime na PRAM a pak se
ke zminéné otazce vratime.

Stroj PRAM sestéva z potencialné nekonecného pole stroji (procesori) RAM oéislovanych
0,1,2,... a ze (sdilené) globdlni paméti; pfitom
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e kazdému procesoru je jeho jedine¢né identifikac¢ni ¢islo pfistupné jako hodnota spe-
cidlniho registru PID (processor identifier)

e kazdy procesor muze kromé své lokalni paméti pristupovat také ke spolecné globalni
paméti (kterd je organizovana stejné jako paméti lokalni)

-

Pfitom (je mo7né si predstavit centralni Fidici pocitac, ktery zajistuje, ze)
e vSechny procesory se Iidi tymz algoritmem

e procesory pracuji paralelné a synchronizované, t.j. v kazdém kroku PRAMu se pro-
vede jedna instrukce na kazdém RAMu

Diilezitou technickou otdzkou jsou pripadné konflikty pfi paralelnim ¢teni ze / zapisovani
do stejné buiiky (globalni) paméti. Zde pfedpokladdme

o ze stejné burky sdilené paméti mtze v ramci kazdé instrukce libovolny pocet proce-
sorti ¢ist (CR = Concurrent Read)

e do stejné buiiky sdilené paméti mtize v ramci kazdé instrukce libovolny pocet proce-
sort zapisovat za predpokladu, Ze vSechny zucastnéné procesory zapisuji tutéz hod-
notu (CW-C Concurrent Write Common).

Poznamenejme jen, Ze pouzivanych variant PRAMu je vice; napt. typ CREW umoziiuje
soubézné ¢teni, ale zakazuje soubézné zapisovani (Exclusive Write).

Jinak jesté dodejme, ze vstupni data jsou ukladana v pocatecénim tseku globalni paméti
(kam se také ulozi vystup).

Ctenaf si ted miize rozmyslet naprogramovani vyse uvedeného algoritmu pro hledani vzorku
v textu pro PRAM. Dulezitym bodem k promysleni je vyuziti PID procesori k rozdéleni
préce (kazdy procesor na zdkladé svého PID zjisti, v jakém tymu a na jakém tikolu m4 pra-
covat). My to zde provadét nebudeme, ale ilustrujeme na ptikladu nasobeni (booleovskych)
matic.

Uvazujme nejdifve standardni ndsobeni dvou matic n x n; provddime piitom ©(n?) &-
selnych operaci (coz odpovida slozitosti standardniho sekvenéniho algoritmu). Mizeme-li
nasadit n? procesort, z nichz kazdy (nezavisle) spocit4 jeden prvek vysledné matice, po-
tiebny ¢as se snizi na O(n). Nebudeme ted zkoumat, jak se da postup vylep$it nasazenim
tymu na soucet n ¢isel, ale zjednodusime si situaci uvazovanim nasobeni booleovskych ma-
tic: mame spocitat C' := A x B, kde prvky jsou 0 a 1, pficemz 1 + 1 = 1. Nasadme n?
tymt o n ¢lenech, tedy celkové n® procesorti — ozna¢me je (i, j, p) pro 1 < i, j, p < n. Pokud
kazdy procesor (4, j,p) vykond (paralelné s ostatnimi) piikaz

if A(é,p) and B(p, j) then C(i,j) := true
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je tkol hotov !

Pseudokdd celého programu, jimz se kazdy procesor ¥idi, je zachycen niZe (Ctendf samo-
ziejmé vidi, jak by Sel tento pseudokdd primocafe prepsat jako posloupnost skutecnych
instrukei RAMu). Vsimnéte si, Ze pro konkrétni ¢, j provede piikaz C(i,j) := true nula
az n procesortl — jelikoZ vSechny procesory ovSem pfifazuji C(i, j) tutéz hodnotu, jedna se
o povolené soub&zné zapisovani (CW-C). Také je vyuzito pfedpokladu, Ze matice C' je na
zaGatku vynulovéna (v8echny prvky jsou false).

VSTUP: Ve sdilené paméti je ulozeno ¢islo n a dvourozmérné pole A, B, C' :
array [1...n,1...n] of boolean; vSechny prvky C jsou pfitom 0 (tj. false).

VYSTUP: Pole C' obsahuje booleovsky souc¢in matic A, B
POSTUP:
begin { kazdy procesor zacina vypoctem (4, j,p) ze svého PID }

i =1+ PID div n?;
j =1+ (PID mod n?) div n;
p =14 PID mod n;

if A(¢,p) and B(p,j) then C(i,j) := true
{ piSe 0 az n procesort, ale vzdy stejnou hodnotu }

end

Takto mame tedy (paralelni) algoritmus, ktery vynasobi booleovské matice A, B typunxn
v konstantnim &ase pti pouziti n® procesorti.

Zminili jsme jiz, ze v paralelnim pfipadé je otézka vSeobecné piijimaného referenéniho
PRAM blizky ¢ vzdaleny redlnym paralelnim architekturdm, jen zminime, Ze patii do tzv.
druhé t¥idy vypocetnich modeltt (viz napf. [vEB90]). Pruni pocitacovou tridu zde tvori
vsechny tzv. rozumné sekvencni modely, urcené tezi

Rozumné sekvencni modely dokazou simulovat a byt simulovany Turingovymi
stroji s nejvys polynomidlni ¢asovou ztratou a s nejvys linearni prostorovou
ztrétou.

Pozn.: Nebudeme se zde zabyvat nuanci, zda se vyzaduje, aby obé podminky platily u
prislusné simulace zarover.

Druhou pocitacovou tridu pak tvori tzv. rozumné paralelni modely, urcené tzv. paralelni
tezi (strufné: sekven¢ni prostor = paralelni ¢as):
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Problémy fesitelné na rozumnych sekvencnich modelech v polynomialné ome-

zeném prostoru se daji fesit na rozumngch paralelnich modelech v polynomialné
omezeném case.

Pozn.: Nékdy se teze formuluje obecnéji: M je rozumny paralelni model, jestlize pro libo-
volnou funkei F' je

(J M-TIME(F*(n)) = |_JSPACE(F*(n))

k k
(Piipometime, ze F*(n) oznacuje (F(n))*.)
Poznamenejme, ze ma rozumny smysl uvazovat i jiné t¥idy pocitaél, napt. jisté slabsi ale
‘fyzikalné realizovatelnéjsi’ paralelni modely (viz napf. [Wie92]).
Praxi nejblizsi je zfejmé navrhovani efektivnich paralelnich algoritmi pro konkrétni pro-
blémy. U pojmu efektivniho (a prakticky realizovatelného) paralelniho algoritmu doslo k
ur¢ité shodé: efektivnim paralelnim algoritmem se rozumi paralelni algoritmus (je moZno
dosadit PRAM), ktery pracuje v polylogaritmickém prostoru (tj. s celkovou prostorovou
slozitosti (logn)* pro ngj. k) a s nasazenim polynomidlniho poétu procesort. (Nasazeni
vétsiho nez polynomidlniho poc¢tu procesorii lze t&zko povazovat za zvladdnutelné.) Ttida
problémti, které jsou feSitelné takovymito efektivnimi paralelnimi algoritmy, se oznacuje
NC (Nick’s Class; nazev je podle Nicka Pippengera); poznamenejme, ze definice t¥idy NC
je robustni vzhledem k mnoha variantdm modelt paralelnich algoritmu.

Je snadné vyvodit NC C PTIME; opét se ale neumi dokazat, zda inkluze je vlastni (ma se
zato, Ze ano). Zhruba fe¢eno, NC obsahuje ty (sekventné zvladnutelné) problémy, které lze
efektivné paralelizovat. Napf. kniha [GR88| ukazuje fadu takovych pfikladd; problémy na
grafech, tfidéni, analyza bezkontextovych jazykt apod.

Pozn. Vsimnéme si, ze nutnou podminkou k existenci efektivniho paralelniho algoritmu pro
dany problém je moznost jeho feSeni v polylogaritmickém prostoru na sekven¢énim stroji
(viz paralelni tezi pro F' = log). Napf. pro rozpoznavani bezkontextovych jazykt bylo
znamo, ze prostorova slozitost je v O(log2 n); netrividln{ efektivni paralelni algoritmus pro
tento problém rozebiré také napt. [CM90].

Jak jsme Fekli, neumi se dokézat, Ze existuji problémy v PTIME — NC, tzv. vnitiné sek-
ven¢n? (inherently sequential) problémy. Nejpravdépodobnéjsimi kandidaty na takové pro-
blémy jsou tzv. PTIME-tplné (stru¢né P-uplné) problémy; problém je P-uplny jestlize je
v P a kazdy jiny problém v P je na néj preveditelny (sekvencénim) algoritmem pracujicim
v logaritmickém prostoru (konkrétnéji: Turingovym strojem s jednou vstupni paskou, jez
je ‘read-only’ a je na ni napsan vstup velikosti n, jednou ‘read-write’ pracovni paskou, na
niz je mozno navstivit log n policek, a jednou ‘write-only’ vystupni paskou).

Poznamka. Neni tézké ukazat, ze takovato LOGSPACE redukee je realizovatelna v poly-
logaritmickém case s pouzitim polynomidlniho poctu procesori; je to tedy instance tzv.
NC-redukce. Nékdy se P-tiplnost definuje v $irsim smyslu — pomoci NC-redukei.
Ptikladem P-uplného (a tedy pravdépodobné ‘vnitiné sekvenéniho’) problému je problém
vyhodnoceni booleovského obvodu, a to i v monoténni verzi (bez negace), kterou uvedeme:
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Ndzev: (mono) CVP (monotone Circuit Value Problem)

Vstup: koneény acyklicky orientovany graf (obvod), ktery ma jediny vystupni
vrchol (nevychézi z ngj hrana), vSechny jeho vstupni vrcholy (nevchazi hrana)
jsou ohodnoceny 0 nebo 1 a vSechny nevstupni vrcholy jsou oznaceny A (and)
&V (or).

Vystup: hodnota na vystupnim vrcholu (hradle)

(Z kontextu je snad ziejmé, Ze hodnota hradla A je 1 préavé kdyZ hodnota vSech jeho
predchtdci je 1 a hodnota hradla V je 1 pravé kdyz hodnota aspoi jednoho jeho predchtidce
je 1)

Poznamenejme, ze podobné jako u NP-uplnych problémi a v jinych analogickych situa-
obtiznost) dalsich problémii lze pak ukazovat LOGSPACE redukcemi (resp. NC-redukcemi)
z uz znadmych P-plnych problémt. (D4 se totiz ukdzat, Zze sloZeni dvou LOGSPACE-
redukei je také realizovatelné jako LOGSPACE-redukce, byt to neni tak trividlni jako v
pripadé PTIME-redukci; zkuste si rozmyslet proc.)

10.4 Distribuované algoritmy

Distribuované algoritmy také predstavuji jisty druh paralelismu. Typické ovSem je, ze bézi
zaroven na tieba i hodné vzdéalenych samostatnych pocitacich, které nejsou svazany s néja-
kym centralnim pocitacem, a pracuji asynchronné (nikoli ‘v taktu’). Vzdjemné komunikuji
zasilanim zprav po siti, kterou jsou vzajemné propojeny.

Strucéné jen nacrtneme jeden problém z dané oblasti a feSeni nechame na ¢tenafi. Podrobné
informace o distribuovanych algoritmech lze nalézt napf v [Lyn96].

Volba koordinatora

Zadani je prevzato z [CP91]. Pfedstavme si procesory spojené v kruhové siti. Pfedpokla-
dame:

1. Kazdy procesor je pfipojen na dva obousmérné komunikac¢ni kanaly, jejichz prostied-
nictvim si vymeénuje zpravy se svymi dvéma sousedy.

2. Komunikace je asynchronni; kazdy procesor muze v libovolném okamziku vyslat
zpréavu jednomu ze svych sousedil. Zpravy jsou doruCovany bezpecné (neztriceji se
ani nekomoli) a v pofadi, ve kterém byly odeslany (pfedpoklad4 se, Ze kandly jsou
vybaveny na pfijmu i vysilani vyrovnavaci paméti, organizovanou jako fronta).

3. VSechny procesory se ¥di tymz algoritmem. Kazdy procesor je opatien svym (zaru-
¢ené jedineénym) identifika¢nim &slem PID (jehoz hodnota je mu dostupna). Zadny
z procesoru nevi, jak je kruh dlouhy ani jakd maji ¢isla jini i¢astnici.
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4. Vsechny procesory jsou trvale pfipraveny prijimat a zpracovavat zpravy.
Zadani tlohy:

Prostfednictvim vymeény zprav zjistit maximalni identifika¢ni ¢islo na kruhu.
Proces zjistovani maxima, zvany téZ ‘volba koordinatora’, mtze zaroven spustit
libovolny pocet procesorti. Proces skon¢i v okamziku, kdy vSechny procesory
znaji maximum a je dorucena posledni zprava, kterd byla s timto procesem
spojena.

Mirou velikosti zadani je pocet n procesorti na kruhu. Pfirozenou mirou slozitosti algo-
ritmu je celkovy pocet M (n) vyslangch zprav (komunikacni slozitost). Zkuste navrhnout
(distribuovany) algoritmus s pokud mozno co nejmensim M (n).

10.5 Nové vypocetni modely

Zde v podstaté jen poznamendme, Ze provadéni vypo¢til (computation) neni nutné omezeno
jen na elektronické pocitace, jak je zname.

Kvantové vypoéty (Quantum computing)

Zhruba v 80. 1étech 20. stoleti se zacala diskutovat moZnost realizace vypodti (pocitaci)
na bézi kvantové mechaniky. Z téchto (fyzikdlnich) tvah vznikl jisty teoreticky model
pocitace, pro ktery byly v 90. létech navrzeny zajimavé algoritmy. Patrné nejznaméjsi je
existence Shorova algoritmu pro prvociselny rozklad cisel, ktery pracuje (na kvantovém
pocita¢i) v polynomidlnim ¢ase — v piipadé praktické realizace by tak umoznil rozbiti
Sifrovacich algoritmi uzivanych pro bezpecnou vyménu zprav, elektronické podpisy apod.
(viz kapitolku o pravdépodobnostnich algoritmech a Sifrovani).

Kvantovy pocitac, resp. jeho model, je v nécem podobny pravdépodobnostni verzi Turin-
gova stroje (jednotlivé moznosti nemaji ovSem piifazeny pravdépodobnosti (realné ¢isla),
ale komplexni ‘amplitudy’). Zdroj moznych efektivnich algoritmi je v tom, Ze kvantovy
stroj dokaze de facto najednou (a deterministicky) ovéfovat exponencialné mnoho moz-
nosti, z nichz ovSem dostaneme k dispozici jen jednu v okamziku ‘pozorovani’ vypoctu;
pointa je v tom, jak navrhnout algoritmus (a dobu pozorovani), aby se pravdépodobnost
pozorovani ‘dobrych’ feseni blizila k jednicce, zatimco pravdépodobnost pozorovani ‘Spat-
nych’ feseni sla k nule.

Zde téma nebudeme déle rozebirat a ¢tendfe odkazujeme napf. na [Gru99].

DNA-vypoéty (DNA-computing)

Experimentalni vysledky (napf. pfi FeSeni instanci nékterych NP-uplnych problémi) byly
dosazeny pii vypoctech na ‘biologické bazi’; ¢tenafe mizeme odkézat nap¥. na [PRS98].
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