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Syntaxe a sémantika jednoduchého imperativniho jazyka

Pokud chceme formalné dokazovat vlastnosti programi napsanych
v n&jakém programovacim jazyce, je tfeba nejprve popsat jeho:

@ syntaxi — jak vypadaji dob¥e utvofené programy v tomto jazyce

o sémantiku — jak probiha vykondvani téchto programi

Tyto pojmy si budeme ilustrovat na p¥ikladu jednoduchého imperativniho
programovaciho jazyka nazvaného Imp.

Popiseme si:
@ jak syntaxi a sémantiku definovat formalné matematicky

@ jak tyto formalni definice reprezentovat v Rocqu
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Syntaxe a sémantika jednoduchého imperativniho jazyka

Jazyk Imp:

@ obsahuje jen zdkladni programové konstrukce (pFifazeni, sekvenci,
prikaz if a cyklus while)

@ cely program je tvofen jednim slozenym p¥ikazem (tj. nema funkce,
procedury, ani nic podobného)

@ proménné mohou obsahovat jen jeden typ dat — pfirozend &isla
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Aritmetické vyrazy

NeZz budeme popisovat syntaxi a sémantiku programi v jazyce Imp,
budeme ilustrovat tyto pojmy nejprve na aritmetickych vyrazech:

@ nejprve budeme uvaZovat pro jednoduchost vyrazy, které neobsahuji
proménné

Abstraktni syntaxi téchto vyrazii mizZeme popsat ndsledujicim zpiisobem:

= n
| a+a
| a-a
| axa

s

Pozndmka: n zde reprezentuje libovolné pfirozené &islo
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Abstraktni syntaxe

o Abstraktni syntaxe popisuje, jak vypadaji abstraktni syntaktické
stromy reprezentujici dany druh vyrazi.

o Jednotlivé polozky odpovidaji jednotlivym druhim vrcholi
abstraktniho syntaktického stromu a informacim, které jsou s danym
druhem vrcholu spojeny.

o Abstraktni syntaxe nefesi detaily zapisu danych vyrazi
— véci jako priority operatoril apod.
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Abstraktni syntaxe

V Rocqu bude pFislusna abstraktni syntaxe reprezentovana takto:

Inductive aexp : Type :=
| ANum (n: nat)
| APlus (a1 a» : aexp)
| AMinus (a; ap : aexp)
| AMult (a1 ao : aexp).

Poznamka: Pro usnadnéni zapist takto definovanych vyrazli je mozné
nasledné definovat pf¥islusné uZivatelsky definované notace a koerce.
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Implicitni koerce (coercions)

Koerce (coercions) jsou uZivatelsky definovana pretypovani.

Definice toho, Ze néjaka d¥ive definovand funkce f bude pouZivana jako

implicitni koerce z typu A na typ B:

Coercion f : A >-> B.

Tento zapis znamena, Ze:
@ Pokud se na misté, kde je otekdvana hodnota typu B, objevi term t
typu A, bude automaticky implicitn& pfidano volani funkce f, tj. na
daném mist& se bude ve skute&nosti nachdzet misto termu t

term (f t).

@ V menu je mozné zapnout a vypnout, jestli se maji tato implicitné
pfidana volani funkce f zobrazovat nebo ne.
(View / Display coercions)
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Implicitni koerce (coercions)

Ptiklad:

Coercion ANum : nat >-> aexp.

Poznamka: Jako koerce z typu A na typ B miZe byt pouzivan jakykoli
term typu A — B, specialné tedy i konstruktory induktivné definovanych
typl.

Seznam vSech aktudlné definovanych koerci je moZné vypsat nasledujicim
ptikazem:

Print Graph.

Poznamka: Koerce se spolu mohou skladat.
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Aritmetické vyrazy — sémantika

Sémantiku vyrazi je mozné definovat dvéma zplisoby:

@ jako funkci — naptiklad typu aexp — nat

@ jako relaci — napftiklad typu aexp — nat — Prop

Vyhody definice jako funkce:
@ je mozZné ji pfimo volat
@ mame pfimo dané, Ze pro dany vyraz existuje pravé jedna hodnota, na

kterou se vyhodnoti

Nevyhody definice jako funkce:
@ mizZe byt komplikovanéjsi reprezentovat pfipady, kdy pro nékteré
vyrazy neni hodnota definovana
(nap¥. vyrazy obsahujici déleni, kde se vyskytuje déleni nulou)
@ neni mozné zachytit nedeterminismus, kdy se miiZze vyraz vyhodnotit
na vice riznych hodnot
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Aritmetické vyrazy — sémantika

Definice jako relace:

Napf¥iklad induktivné definované relace

aeval : aexp — nat — Prop

Vyraz
aeval a n
oznaluje, Ze aritmeticky vyraz a se mize vyhodnotit na hodnotu n.

V matematickém zdpise to miizeme reprezentovat naptiklad nésledujici
notaci:

a=n
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Aritmetické vyrazy — sémantika

Dana relace je pak reprezentovana nasledujici sadou pravidel:

n=n

ay = ni ap = m kde n = ny +
ayt+ta=n

ay = m a = np kde n = ny —
ay—a =n

= M 32 = kde n = ny * no
ay *xa)=n
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Aritmetické vyrazy — sémantika

Zajimavéjsi je pfipad, kdy vyrazy mohou obsahovat proménné.

Abstraktni syntaxe aritmetickych vyrazi s proménnymi:

a

n
X
ata
a-—-a
a*a

— novy pf¥ipad

Rekn&me, Ze promé&nné budou reprezentovény jako hodnoty n&jak

definovaného typu var.

Poznamka: Pro implementaci typu var mizeme pouZit nap¥iklad fetézce

nebo pF¥irozena &isla.
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Aritmetické vyrazy — sémantika

Vyraz s prom&nnymi neni mozné vyhodnotit sdm o sobé.

Vyraz s promé&nnymi se vyhodnocuje vzdy vzhledem k néjakému stavu o,
ktery uréuje, jaké hodnoty jsou pF¥ifazeny jakym proménnym.

Jednou moZnosti, jak definovat takovy stav o, je definovat ho jako funkci

typu
var — nat

o V tomto p¥ipadé je v daném stavu definovana hodnota kazdé
promé&nné.

o Alternativné je mozné stav definovat jako parcialni funkci, kterd
uréuje hodnoty jen né&kterych proménnych.
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Aritmetické vyrazy — sémantika

Dvé nejdilezitéji operace, které potfebujeme provadét se stavy:
@ 0(x) — zjisténi hodnoty promé&nné x ve stavu o

@ o[x — n] — vytvoFi novy stav ¢’, ktery se se stavem o shoduje na
vdech promé&nnych kromé& x, kde x nabyva v ¢’ hodnoty n:

, n pokud y = x
o'(y) = y
o(y) jinak

Poznamka: Kromé& toho musime mit moZnost, jak vytvofit néjaky
pocatedni stav o0p.
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Aritmetické vyrazy — sémantika

Sémantiku pak mdZeme definovat jako funkci nebo relaci:
Napftiklad induktivné definované relace

aeval : state — aexp — nat — Prop

Vyraz
aeval st a n

oznaluje, Ze aritmeticky vyraz a se mize ve stavu st vyhodnotit na
hodnotu n.

V matematickém zdpise to miiZeme reprezentovat naptiklad nésledujici
notaci:

okFa=n
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Aritmetické vyrazy — sémantika

o(x)=n
okbn=n okFx=n

oFbai=m oFa=nm
obFai+a=n

kde n=n1 + no

oFbai=m oFa=nm
obFai-a=n

kde n =ny — no

ocokbai=>m okFa = nm
ocbai*xa=n

kde n=ny xnp
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P¥ikazy — syntaxe

Podobnég, jako jsme zavedli syntaxi aritmetickych vyraz(i a, mizZzeme zavést
i syntaxi:

@ booleovskych vyrazii b

o prikazl jazyka c

skip

X :=a

c;cC

if b then c else c
while b do ¢
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P¥ikazy — sémantika

Jednou moZnosti, jak definovat sémantiku p¥ikazi, je definovat
tzv. big-step sémantiku:

o Definovat relaci stanovujici, Ze provedenim pfikazu ¢ je mozné prejit
ze stavu 07 do stavu 0».

0‘1:<C>#0‘2
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P¥ikazy — sémantika (big-step)

. ocokFa=n ;L
o= skip = 0 o o kde 0/ = o[x +— n]

o=c = 0o oo’
o=c; o

o b= true o= ¢ = o
o =(if b then ¢ else ¢ = 0’

o F b= false o )0
o =(if b then ¢ else ¢; = 0’

0 b= false
0 =X while bdoc )= o

o b= true o=c)y o o’ = while bdo ¢ = o”
0 = while b do ¢ = ¢”
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P¥ikazy — sémantika (small-step)

Alternativné je mozné definovat sémantiku p¥ikazl jako tzv. small-step
sémantiku:

o Celkovy stav béZiciho programu je dan jako dvojice
(Tcl, o)

kde c je p¥ikaz, ktery zbyva provést, a o stanovuje aktudlni hodnoty
promé&nnych.

@ Definujeme relaci, ktera stanovuje, kdy mize b&Zici program ptejit
jednim krokem z jednoho globdlniho stavu do druhého.

([cl, o) +— ([c'1, o)
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P¥ikazy — sémantika (small-step)

@ Vypodlet programu je dan jako posloupnost téchto jednotlivych kroki:

([[CO)]]) GO) — ([[Cl]]) Gl) — ([[CZ]]) 0—2) — ([[C3]]) 0-3) —

o Celkové vypocet zatne ve stavu

([[C]]) GO)
kde o reprezentuje po¢ate¢ni hodnoty proménnych a c reprezentuje
cely program.

@ Vypodlet programu se zastavi v koncovém stavu tvaru

([ skipl, o)
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P¥ikazy — sémantika (small-step — ver. 1)

oFa=n

(x = al, 0) — ([skipl, o] *de @ =0l

([[Sklpv C2]]) U) L ([[C2]]) G)

([c], 0) — ([¢f], o)
([cr; el 0) — ([¢f; 2], o)

o F b= true
([if b then ¢; else o], 0) > ([ci ], o)

o F b= false
([if b then ¢; else o], 0) — ([ ], o)

(Iwhile bdo 1], 0)
([if b then (c; ; while b do ¢1) else skip], o)
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P¥ikazy — sémantika (small-step — ver. 1)

Alternativné je mozné mit misto jednoho pravidla pro while:

([while bdo ¢ ], 0) —
([if b then (c; ; while b do ¢1) else skip], o)

dvé samostatnd pravidla:

o - b= true
([while bdo ¢1], 0) — ([c1; while bdo ¢ ], o)

o b= false
([while bdo c1], 0) — ([skip], o)
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P¥ikazy — sémantika (small-step — ver. 2)

Uvedena verze small-step sémantiky se p¥i zdlvodiiovani toho, Ze je mozné
provést krok n&jakym slozenym p¥ikazem tvaru nap¥. [c; ; ¢ ] odvolava
na to, jaky krok je mozné provést diléim p¥ikazem [¢; .

Existuje alternativni moZnost, jak definovat small-step sémantiku takovych

ptikaz(i bez toho, aby bylo nutné se odvoldvat na chovani programu na
podpfFikazech:

@ V jednotlivych krocich se transformuje tvar p¥ikazu, ktery zbyva
provést, nap¥. se provadi krok, kdy se zméni

[(c1; )5 cl na [ci; (e )]

@ V této varianté jsou typicky p¥ikazy v prib&hu vypoltu ve tvaru

[eiscl
a aktudlni &innost v daném kroku zavisi na tvaru pfikazu c;.
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P¥ikazy — sémantika (small-step — ver. 2)

@ V této varianté small-step sémantiky zaéne vypocet ve stavu
([c; skipl, oo)
kde o reprezentuje potate¢ni hodnoty proménnych a c reprezentuje
cely ptvodni program.
o Vypocet programu se zastavi v koncovém stavu tvaru

([skipl, o)
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P¥ikazy — sémantika (small-step — ver. 2)

okFa=n
([(x:=a); cl,0) > ([cl, o)

kde o/ = o[x — n]

(Iskip; cl, o) — (lcl, o)
([la; e); cly o) — ([a; (e; )l o)

o F b= true
([(if b then ¢; else o) ; cl, o) —— ([c1; cl, o)

0 b= false
([(if b then ¢; else ) ; c], 0) —— ([ cl, o)

([ (while bdo ¢1); cl, 0) —
([ (if b then (¢ ; while b do ¢1) else skip); cl, o)
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P¥ikazy — sémantika (small-step — ver. 2)

Alternativné je mozné mit misto jednoho pravidla pro while:

([ (while bdo ¢1); cl, 0) —
([ (if b then (c; ; while b do c1) else skip); cl, o)

dvé samostatnd pravidla:

o F b= true
([(while bdo ¢1); cl, 0) — ([ct; ((while bdo ¢1); ¢)l, o)

o - b= false
([(while bdo c1); cl, o) — ([cl, o)

Z. Sawa (VSB-TUO) IADKP 31. bfezna 2026 27 /30



P¥ikazy — sémantika (small-step — ver. 3)

Tuto variantu small-step sémantiky je jesté ddle mozné upravit
nasledujicim zptsobem:
@ Misto pfikazu [c] pouZivat posloupnost p¥ikazil k.

Posloupnost k je bud':

e prdzdna posloupnost [], nebo

e posloupnost tvaru [c] :: k'

o Vypoclet zalina ve stavu

([l =1, oo)

kde o reprezentuje po¢ate¢ni hodnoty proménnych a c reprezentuje
cely plvodni program.

@ Vypocet kon&i p¥i dosaZzeni prazdné posloupnosti [], tj. ve stavu tvaru

(0, o)
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P¥ikazy — sémantika (small-step — ver. 3)

okFa=n
(Ix = al z«k, 0) — (k, o)

kde 0’ = o[x — n]

([skip] = k, 0) — (k, 0)
([a; @ik o) — (lal:zlel:k o)

o F b= true
([if b then ¢; else ] 1k, 0) — ([c1] K, O)

o F b= false
([if b then ¢; else ] 1k, 0) —— ([] K, O)

([while bdo ¢1] =k, 0) —
([if b then (¢ ; while b do c1) else skip] = k, 0)
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P¥ikazy — sémantika (small-step — ver. 3)

Alternativné je mozné mit misto jednoho pravidla pro while:

([while bdo ¢1] =k, 0) —
([if b then (c; ; while b do c1) else skip] :: k, 0)

dvé samostatnd pravidla:

o F b= true
([while bdo c1] =k, 0) — ([c1]: [while bdo ¢k, 0)

o b= false
([while bdo c1]: k, 0) — (k, O)
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