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Syntaxe a sémantika jednoduchého imperativńıho jazyka

Pokud chceme formálně dokazovat vlastnosti programů napsaných
v nějakém programovaćım jazyce, je ťreba nejprve popsat jeho:

syntaxi — jak vypadaj́ı dob̌re utvǒrené programy v tomto jazyce

sémantiku — jak prob́ıhá vykonávańı těchto programů

Tyto pojmy si budeme ilustrovat na p̌ŕıkladu jednoduchého imperativńıho
programovaćıho jazyka nazvaného Imp.

Poṕı̌seme si:

jak syntaxi a sémantiku definovat formálně matematicky

jak tyto formálńı definice reprezentovat v Rocqu
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Syntaxe a sémantika jednoduchého imperativńıho jazyka

Jazyk Imp:

obsahuje jen základńı programové konstrukce (p̌rǐrazeńı, sekvenci,
p̌ŕıkaz if a cyklus while)

celý program je tvǒren jedńım složeným p̌ŕıkazem (tj. nemá funkce,
procedury, ani nic podobného)

proměnné mohou obsahovat jen jeden typ dat — p̌rirozená č́ısla
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Aritmetické výrazy

Než budeme popisovat syntaxi a sémantiku programů v jazyce Imp,
budeme ilustrovat tyto pojmy nejprve na aritmetických výrazech:

nejprve budeme uvažovat pro jednoduchost výrazy, které neobsahuj́ı

proměnné

Abstraktńı syntaxi těchto výraz̊u můžeme popsat následuj́ıćım způsobem:

a ::= n

| a + a

| a - a

| a * a

Poznámka: n zde reprezentuje libovolné p̌rirozené č́ıslo
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Abstraktńı syntaxe

Abstraktńı syntaxe popisuje, jak vypadaj́ı abstraktńı syntaktické
stromy reprezentuj́ıćı daný druh výraz̊u.

Jednotlivé položky odpov́ıdaj́ı jednotlivým druhům vrchol̊u
abstraktńıho syntaktického stromu a informaćım, které jsou s daným
druhem vrcholu spojeny.

Abstraktńı syntaxe něreš́ı detaily zápisu daných výraz̊u
— věci jako priority operátor̊u apod.

Z. Sawa (VŠB-TUO) IADKP 31. b̌rezna 2026 5 / 30



Abstraktńı syntaxe

V Rocqu bude p̌ŕıslušná abstraktńı syntaxe reprezentována takto:

Inductive aexp : Type :=

| ANum (n : nat)
| APlus (a1 a2 : aexp)
| AMinus (a1 a2 : aexp)
| AMult (a1 a2 : aexp).

Poznámka: Pro usnadněńı zápis̊u takto definovaných výraz̊u je možné
následně definovat p̌ŕıslušné uživatelsky definované notace a koerce.
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Implicitńı koerce (coercions)

Koerce (coercions) jsou uživatelsky definovaná p̌retypováńı.

Definice toho, že nějaká ďŕıve definovaná funkce f bude použ́ıvána jako
implicitńı koerce z typu A na typ B :

Coercion f : A >-> B .

Tento zápis znamená, že:

Pokud se na ḿıstě, kde je očekávána hodnota typu B , objev́ı term t

typu A, bude automaticky implicitně p̌ridáno voláńı funkce f , tj. na
daném ḿıstě se bude ve skutečnosti nacházet ḿısto termu t

term (f t).

V menu je možné zapnout a vypnout, jestli se maj́ı tato implicitně
p̌ridaná voláńı funkce f zobrazovat nebo ne.
(View / Display coercions)
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Implicitńı koerce (coercions)

Př́ıklad:

Coercion ANum : nat >-> aexp.

Poznámka: Jako koerce z typu A na typ B může být použ́ıván jakýkoli
term typu A→ B , speciálně tedy i konstruktory induktivně definovaných
typů.

Seznam všech aktuálně definovaných koerćı je možné vypsat následuj́ıćım
p̌ŕıkazem:

Print Graph.

Poznámka: Koerce se spolu mohou skládat.
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Aritmetické výrazy — sémantika

Sémantiku výraz̊u je možné definovat dvěma způsoby:

jako funkci — nap̌ŕıklad typu aexp→ nat

jako relaci — nap̌ŕıklad typu aexp→ nat→ Prop

Výhody definice jako funkce:

je možné ji p̌ŕımo volat

máme p̌ŕımo dané, že pro daný výraz existuje právě jedna hodnota, na
kterou se vyhodnot́ı

Nevýhody definice jako funkce:

může být komplikovaněǰśı reprezentovat p̌ŕıpady, kdy pro některé
výrazy neńı hodnota definována
(nap̌r. výrazy obsahuj́ıćı děleńı, kde se vyskytuje děleńı nulou)

neńı možné zachytit nedeterminismus, kdy se může výraz vyhodnotit
na v́ıce r̊uzných hodnot
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Aritmetické výrazy — sémantika

Definice jako relace:

Nap̌ŕıklad induktivně definované relace

aeval : aexp→ nat→ Prop

Výraz

aeval a n

označuje, že aritmetický výraz a se může vyhodnotit na hodnotu n.

V matematickém zápise to můžeme reprezentovat nap̌ŕıklad následuj́ıćı
notaćı:

a⇒ n
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Aritmetické výrazy — sémantika

Daná relace je pak reprezentována následuj́ıćı sadou pravidel:

n⇒ n

a1 ⇒ n1 a2 ⇒ n2
a1 + a2 ⇒ n

kde n = n1 + n2

a1 ⇒ n1 a2 ⇒ n2
a1 - a2 ⇒ n

kde n = n1 − n2

a1 ⇒ n1 a2 ⇒ n2
a1 * a2 ⇒ n

kde n = n1 ∗ n2
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Aritmetické výrazy — sémantika

Zaj́ımavěǰśı je p̌ŕıpad, kdy výrazy mohou obsahovat proměnné.

Abstraktńı syntaxe aritmetických výraz̊u s proměnnými:

a ::= n

| x ←− nový p̌ŕıpad
| a + a

| a - a

| a * a

Řekněme, že proměnné budou reprezentovány jako hodnoty nějak
definovaného typu var.

Poznámka: Pro implementaci typu var můžeme použ́ıt nap̌ŕıklad řetězce
nebo p̌rirozená č́ısla.
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Aritmetické výrazy — sémantika

Výraz s proměnnými neńı možné vyhodnotit sám o sobě.

Výraz s proměnnými se vyhodnocuje vždy vzhledem k nějakému stavu σ,
který určuje, jaké hodnoty jsou p̌rǐrazeny jakým proměnným.

Jednou možnost́ı, jak definovat takový stav σ, je definovat ho jako funkci
typu

var→ nat

V tomto p̌ŕıpadě je v daném stavu definována hodnota každé
proměnné.

Alternativně je možné stav definovat jako parciálńı funkci, která
určuje hodnoty jen některých proměnných.
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Aritmetické výrazy — sémantika

Dvě nejdůležitěǰśı operace, které poťrebujeme provádět se stavy:

σ(x) — zjǐstěńı hodnoty proměnné x ve stavu σ

σ[x 7→ n] — vytvǒŕı nový stav σ
′, který se se stavem σ shoduje na

všech proměnných kromě x , kde x nabývá v σ
′ hodnoty n:

σ
′(y) =

{
n pokud y = x

σ(y) jinak

Poznámka: Kromě toho muśıme ḿıt možnost, jak vytvǒrit nějaký
počátečńı stav σ0.
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Aritmetické výrazy — sémantika

Sémantiku pak můžeme definovat jako funkci nebo relaci:

Nap̌ŕıklad induktivně definované relace

aeval : state→ aexp→ nat→ Prop

Výraz

aeval st a n

označuje, že aritmetický výraz a se může ve stavu st vyhodnotit na
hodnotu n.

V matematickém zápise to můžeme reprezentovat nap̌ŕıklad následuj́ıćı
notaćı:

σ ⊢ a⇒ n
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Aritmetické výrazy — sémantika

σ ⊢ n⇒ n

σ(x) = n

σ ⊢ x ⇒ n

σ ⊢ a1 ⇒ n1 σ ⊢ a2 ⇒ n2
σ ⊢ a1 + a2 ⇒ n

kde n = n1 + n2

σ ⊢ a1 ⇒ n1 σ ⊢ a2 ⇒ n2
σ ⊢ a1 - a2 ⇒ n

kde n = n1 − n2

σ ⊢ a1 ⇒ n1 σ ⊢ a2 ⇒ n2
σ ⊢ a1 * a2 ⇒ n

kde n = n1 ∗ n2
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Př́ıkazy — syntaxe

Podobně, jako jsme zavedli syntaxi aritmetických výraz̊u a, můžeme zavést
i syntaxi:

booleovských výraz̊u b

p̌ŕıkaz̊u jazyka c

c ::= skip

| x := a

| c ; c

| if b then c else c

| while b do c
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Př́ıkazy — sémantika

Jednou možnost́ı, jak definovat sémantiku p̌ŕıkaz̊u, je definovat
tzv. big-step sémantiku:

Definovat relaci stanovuj́ıćı, že provedeńım p̌ŕıkazu c je možné p̌rej́ıt
ze stavu σ1 do stavu σ2.

σ1 =〈 c 〉⇒ σ2
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Př́ıkazy — sémantika (big-step)

σ =〈 skip 〉⇒ σ
σ ⊢ a⇒ n

σ =〈 x := a 〉⇒ σ
′

kde σ
′ = σ[x 7→ n]

σ =〈 c1 〉⇒ σ
′

σ
′ =〈 c2 〉⇒ σ

′′

σ =〈 c1 ; c2 〉⇒ σ
′′

σ ⊢ b ⇒ true σ =〈 c1 〉⇒ σ
′

σ =〈 if b then c1 else c2 〉⇒ σ
′

σ ⊢ b ⇒ false σ =〈 c2 〉⇒ σ
′

σ =〈 if b then c1 else c2 〉⇒ σ
′

σ ⊢ b ⇒ false

σ =〈 while b do c 〉⇒ σ

σ ⊢ b ⇒ true σ =〈 c 〉⇒ σ
′

σ
′ =〈 while b do c 〉⇒ σ

′′

σ =〈 while b do c 〉⇒ σ
′′
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Př́ıkazy — sémantika (small-step)

Alternativně je možné definovat sémantiku p̌ŕıkaz̊u jako tzv. small-step

sémantiku:

Celkový stav běž́ıćıho programu je dán jako dvojice

([[ c ]], σ)

kde c je p̌ŕıkaz, který zbývá provést, a σ stanovuje aktuálńı hodnoty
proměnných.

Definujeme relaci, která stanovuje, kdy může běž́ıćı program p̌rej́ıt
jedńım krokem z jednoho globálńıho stavu do druhého.

([[ c ]], σ) 7−→ ([[ c ′ ]], σ ′)
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Př́ıkazy — sémantika (small-step)

Výpočet programu je dán jako posloupnost těchto jednotlivých krok̊u:

([[ c0) ]], σ0) 7−→ ([[ c1 ]], σ1) 7−→ ([[ c2 ]], σ2) 7−→ ([[ c3 ]], σ3) 7−→
· · ·

Celkově výpočet začne ve stavu

([[ c ]], σ0)

kde σ0 reprezentuje počátečńı hodnoty proměnných a c reprezentuje
celý program.

Výpočet programu se zastav́ı v koncovém stavu tvaru

([[ skip ]], σ)
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Př́ıkazy — sémantika (small-step — ver. 1)

σ ⊢ a⇒ n

([[ x := a ]], σ) 7−→ ([[ skip ]], σ ′)
kde σ

′ = σ[x 7→ n]

([[ skip ; c2 ]], σ) 7−→ ([[ c2 ]], σ)

([[ c1 ]], σ) 7−→ ([[ c ′

1 ]], σ
′)

([[ c1 ; c2 ]], σ) 7−→ ([[ c ′

1 ; c2 ]], σ
′)

σ ⊢ b ⇒ true

([[ if b then c1 else c2 ]], σ) 7−→ ([[ c1 ]], σ)

σ ⊢ b ⇒ false

([[ if b then c1 else c2 ]], σ) 7−→ ([[ c2 ]], σ)

([[ while b do c1 ]], σ) 7−→
([[ if b then (c1 ; while b do c1) else skip ]], σ)
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Př́ıkazy — sémantika (small-step — ver. 1)

Alternativně je možné ḿıt ḿısto jednoho pravidla pro while:

([[ while b do c1 ]], σ) 7−→
([[ if b then (c1 ; while b do c1) else skip ]], σ)

dvě samostatná pravidla:

σ ⊢ b ⇒ true

([[ while b do c1 ]], σ) 7−→ ([[ c1 ; while b do c1 ]], σ)

σ ⊢ b ⇒ false

([[ while b do c1 ]], σ) 7−→ ([[ skip ]], σ)
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Př́ıkazy — sémantika (small-step — ver. 2)

Uvedená verze small-step sémantiky se p̌ri zdůvodňováńı toho, že je možné
provést krok nějakým složeným p̌ŕıkazem tvaru nap̌r. [[ c1 ; c2 ]] odvolává
na to, jaký krok je možné provést d́ılč́ım p̌ŕıkazem [[ c1 ]].

Existuje alternativńı možnost, jak definovat small-step sémantiku takových
p̌ŕıkaz̊u bez toho, aby bylo nutné se odvolávat na chováńı programu na
podp̌ŕıkazech:

V jednotlivých kroćıch se transformuje tvar p̌ŕıkazu, který zbývá
provést, nap̌r. se provád́ı krok, kdy se změńı

[[ (c1 ; c2) ; c ]] na [[ c1 ; (c2 ; c) ]]

V této variantě jsou typicky p̌ŕıkazy v pr̊uběhu výpočtu ve tvaru

[[ c1 ; c ]]

a aktuálńı činnost v daném kroku záviśı na tvaru p̌ŕıkazu c1.
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Př́ıkazy — sémantika (small-step — ver. 2)

V této variantě small-step sémantiky začne výpočet ve stavu

([[ c ; skip ]], σ0)

kde σ0 reprezentuje počátečńı hodnoty proměnných a c reprezentuje
celý původńı program.

Výpočet programu se zastav́ı v koncovém stavu tvaru

([[ skip ]], σ)
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Př́ıkazy — sémantika (small-step — ver. 2)

σ ⊢ a⇒ n

([[ (x := a) ; c ]], σ) 7−→ ([[ c ]], σ ′)
kde σ

′ = σ[x 7→ n]

([[ skip ; c ]], σ) 7−→ ([[ c ]], σ)

([[ (c1 ; c2) ; c ]], σ) 7−→ ([[ c1 ; (c2 ; c) ]], σ)

σ ⊢ b ⇒ true

([[ (if b then c1 else c2) ; c ]], σ) 7−→ ([[ c1 ; c ]], σ)

σ ⊢ b ⇒ false

([[ (if b then c1 else c2) ; c ]], σ) 7−→ ([[ c2 ; c ]], σ)

([[ (while b do c1) ; c ]], σ) 7−→
([[ (if b then (c1 ; while b do c1) else skip) ; c ]], σ)
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Př́ıkazy — sémantika (small-step — ver. 2)

Alternativně je možné ḿıt ḿısto jednoho pravidla pro while:

([[ (while b do c1) ; c ]], σ) 7−→
([[ (if b then (c1 ; while b do c1) else skip) ; c ]], σ)

dvě samostatná pravidla:

σ ⊢ b ⇒ true

([[ (while b do c1) ; c ]], σ) 7−→ ([[ c1 ; ((while b do c1) ; c) ]], σ)

σ ⊢ b ⇒ false

([[ (while b do c1) ; c ]], σ) 7−→ ([[ c ]], σ)
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Př́ıkazy — sémantika (small-step — ver. 3)

Tuto variantu small-step sémantiky je ještě dále možné upravit
následuj́ıćım způsobem:

Mı́sto p̌ŕıkazu [[ c ]] použ́ıvat posloupnost p̌ŕıkaz̊u κ.

Posloupnost κ je bud’:

prázdná posloupnost [], nebo

posloupnost tvaru [[ c ]] :: κ ′

Výpočet zač́ıná ve stavu

([[ c ]] :: [], σ0)

kde σ0 reprezentuje počátečńı hodnoty proměnných a c reprezentuje
celý původńı program.

Výpočet konč́ı p̌ri dosažeńı prázdné posloupnosti [], tj. ve stavu tvaru

([], σ)
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Př́ıkazy — sémantika (small-step — ver. 3)

σ ⊢ a⇒ n

([[ x := a ]] :: κ, σ) 7−→ (κ, σ ′)
kde σ

′ = σ[x 7→ n]

([[ skip ]] :: κ, σ) 7−→ (κ, σ)

([[ c1 ; c2 ]] :: κ, σ) 7−→ ([[ c1 ]] :: [[ c2 ]] :: κ, σ)

σ ⊢ b ⇒ true

([[ if b then c1 else c2 ]] :: κ, σ) 7−→ ([[ c1 ]] :: κ, σ)

σ ⊢ b ⇒ false

([[ if b then c1 else c2 ]] :: κ, σ) 7−→ ([[ c2 ]] :: κ, σ)

([[ while b do c1 ]] :: κ, σ) 7−→
([[ if b then (c1 ; while b do c1) else skip ]] :: κ, σ)
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Př́ıkazy — sémantika (small-step — ver. 3)

Alternativně je možné ḿıt ḿısto jednoho pravidla pro while:

([[ while b do c1 ]] :: κ, σ) 7−→
([[ if b then (c1 ; while b do c1) else skip ]] :: κ, σ)

dvě samostatná pravidla:

σ ⊢ b ⇒ true

([[ while b do c1 ]] :: κ, σ) 7−→ ([[ c1 ]] :: [[ while b do c1 ]] :: κ, σ)

σ ⊢ b ⇒ false

([[ while b do c1 ]] :: κ, σ) 7−→ (κ, σ)
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