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Cviceni 8
Priklad 1:

a) Navrhnéte a popiste pseudokédem algoritmus pro feseni nédsledujiciho problému:

VSTUP: Prirozené ¢islo n.
OTAZKA: Je n prvocislo?

e Nakreslete graf fidictho toku vami navrzeného algoritmu.

e Odsimulujte ¢innost tohoto algoritmu pro nékteré vstupy (napi. n =0,n=1,n=2,
n=3n=4 n=15 n =16, apod.). Urcete, kolik kroku v&s algoritmus pro tyto
vstupy provede.

b) Navrhnéte a popiste pseudokédem algoritmus pro feseni nésledujiciho problému (jednd
se o problém rozkladu ptirozeného ¢isla na prvocisla):

VSTUP: Pfirozené &islo n, kde n > 1.
VYsTUP: Prvocisla p1,pa,...,pk takovd, ze p1-p2- ... -px = 1.

Pozndmka: Algoritmus muze vzniknout vhodnou modifikaci a rozsifenim algoritmu navrzeného
v pfedchozim bodé nebo pfipadné muzete tento algoritmus pouzit jako podprogram.

Resend:

a) Piimocaré teseni je Algoritmus 1, o néco efektivnéjsi feseni je Algoritmus 2.

Algoritmus 1: Testovani prvociselnosti — verze 1

PRIME (n):

if n <1 then

L return FALSE

fori:=2ton—1do
if n mod i =0 then

L L return FALSE

return TRUE

b) Naptiklad to jde udélat pomoci Algoritmu 3.

Priiklad 2: Nize uvedeny Algoritmus 4 by mél feSit nasledujici problém:

VsTuP: Prfirozené ¢éislo n.

VYsTUP: Hodnota n! (tj. faktoridl ¢isla n).

Ptipomenime, Ze funkce faktoridl je definovana nasledovné:
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Algoritmus 2: Testovani prvociselnosti — verze 2

PRIME (n):
if n <1 then
‘ return FALSE
else if n =2 then
‘ return TRUE
else if n mod 2 = 0 then
| return FALSE
else
i:=3
while i x1 < n do
if n mod i =0 then
L return FALSE

1i=1+2

return TRUE

Algoritmus 3: Rozklad na prvocisla

PRIME-FACTORIZATION (1):
i:=2
while i <n do

while n mod i =0 do

print i
n:=n/i

i=1+1
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o 0l =1,
enl=nn—-1)!-npron>1.

Pro jednoduchost predpoklddejte, ze hodnotami proménnych mohou byt libovolné (neomezené
velkd) prirozend ¢isla.

Algoritmus 4: Vypocet faktoridlu

FACTORIAL (n):

x:=1

fori:=2 to ndo
Lx::x*i
return x

a) Nakreslete graf iidictho toku tohoto algoritmu.

b) Popiste vypocet, ktery tento algoritmus provede, pokud jako vstup dostane ¢islo 5. Vypiste
posloupnost jednotlivych konfiguraci pii tomto vypoctu.

¢) Nyni je cilem ukdzat, ze dany algoritmus je korektni, tj. pro kazdy vstup se po koneéném
poctu kroku zastavi a vyda spravny vysledek.

V piipadé Algoritmu 4 je vyhodné analyzu korektnosti rozdélit na dvé ¢dsti — na analyzu
piipadu, kdy n = 0, a na analyzu piipada, kdy n > 1.

e Ukazte, ze algoritmus korektné pracuje pro vstup, kde n = 0. Zde sta¢i odsimulovat
vypocet daného algoritmu pro tento vstup (a zkontrolovat, ze se zastavi a jeho vystup
odpovidd ocekavanému vysledku).

Dale tedy predpoklddejte, ze pro hodnotu na vstupu plati n > 1 (tj. nasledujici body reste
s timto dodateénym predpokladem):

e Zformulujte hypotézy ohledné toho, jaké invarianty plati v jednotlivych mistech
v kédu (tj. v jednotlivych vrcholech grafu fidiciho toku). Snazte se navrhnout takové
invarianty, aby se pomoci nich dala zdvodnit korektnost vyse uvedeného algoritmu.

e Ovéfte, ze invarianty navrzené v predchozim bodé opravdu plati.

e S vyuzitim téchto invariantu zduvodnéte, ze plati, ze pokud vypocet algoritmu skonci,
tak algoritmus vrati spravny vysledek.

e Ukazte, ze pro libovolny vstup plati, ze vypocet vyse uvedeného algoritmu skonéi po
konecném poctu kroki.

Resend:
a) Graf fidiciho toku je na Obrazku 1.

b) Vypocet bude vypadat takto:
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x:=1
©)
i:=2

=141

Obrazek 1: Graf fidictho toku funkce FACTORIAL

Krok Stav n 1 x  result
0 0 5 2?2 2 ?
1 1 5 2 1 ?
2 2 5 2 1 ?
3 3 5 2 1 ?
4 4 5 2 2 ?
5 2 5 3 2 ?
6 3 5 3 2 ?
7 4 5 3 6 ?
8 2 5 4 6 ?
9 3 5 4 6 ?
10 4 5 4 24 ?
11 2 5 5 24 ?
12 3 5 5 24 ?
13 4 5 5 120 ?
14 2 5 6 120 ?
15 5 5 6 120 ?
16 6 5 6 120 120

c¢) Pripad, kdy n = 0, je trividlni — algoritmus vraci vysledek 1, coz je v poradku.
Déle se tedy predpokladd, ze n > 1.
Invarianty, které plati v jednotlivych stavech:

e Stav 0: —
e Stav 1: x =1
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Stav2: 2<i<n+1,x=(1-1)!
Stav3:2<i<n,x=(1—1)!
Stav4: 2 <i<n,x =1l
Stav5:i=mn-+1, x =n!
Stavé6:i=m-+1, x =n!

To, ze se algoritmus zastavi, plyne z toho, Zze se s kazdou iteraci cyklu snizuje hodnota
(n+1)—1. Tato hodnota nikdy neklesne pod nulu, takze se nemiuze snizovat donekoneéna.
Poznamka — formalni diukaz by mohl vypadat tak, ze se fidicim stavim prifadi nasledujici
vektory:

e Stav 0: (4)
e Stav 1: (3)
e Stav 2: 2,n+1—1,2)
e Stav 3: 2,n+1—1,1)
e Stav4: 2,n+1—1,0)
e Stav 5: (1)
e Stav 6: (0)

Snadno se ovéri, ze se s kazdym krokem jde do konfigurace, které je pfifazen lexikograficky
mensi vektor.

Priklad 3: Nize uvedeny Algoritmus 5 by mél slouzit k nalezeni prvku v setfidéném poli.
Jednd se o jednu moznou variantu algoritmu pro bindrni vyhledavéni (metodou pileni inter-
valu). Z hlediska této dlohy neni podstatné, jakého konkrétniho typu jsou prvky tohoto pole,
pro jednoduchost muzeme piedpokladat, Ze jsou to celd ¢isla. Prvky pole jsou indexovany od
nuly, tj. pokud pole A mé n prvku, jednd se o prvky A[0], A[1],...,Aln—1].

Algoritmus by mél fesit nasledujici problém:

Vstup: Hledand hodnota x, pole A o n prvcich (kde n > 0), jehoz prvky jsou
setfidény od nejmensiho po nejvétsi, tj. pro vSechna pfirozend cisla i a j
takova, ze 0 < i< j <n, plati A[i] < Afjl.

VYSTUP: Piirozené ¢islo 1 udévajici index prvniho vyskytu hodnoty x v poli A
nebo specidlni hodnota NoTFouNnD v piipadé, kdy se hodnota x v poli A
nenachazi.

Pozndmka: Pro jednoduchost predpokladejte, Zze hodnoty proménnych mohou byt libovolné
velkd celd cisla.

a) Nakreslete graf iidictho toku tohoto algoritmu.

b) Vypiste posloupnost konfiguraci ve vypoctu, kde vstupem jsou hodnoty x = 6, A =
1,3,3,4,6,6,8,9,10,10,12,13] an = 12.

c) Reknéme, 7e bychom v algoritmu provedli nasledujici zmény (vzdy jen jednu z téchto
zmén). Pro kazdou z téchto zmén najdéte priklad vstupu, pii kterém algoritmus (s touto
zménou) nepracuje korektné (napf. se nezastavi, pristupuje k prvkum pole mimo povoleny
rozsah, vraci chybny vystup, apod.).
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Algoritmus 5: Binarni vyhledavani

1
2
3
4
5 ki=|(+T1)/2]
6
7
8
9

BSEARCH (x, A,n):
(:=0
TI=m
while { < r do

if Alk] < x then
‘ L:i=k+1
else

LT::k

10 if £ <n and A[f] = x then
11 L return {

12 return NOTFOUND

d)

(a) Na fadku 4 zménit podminku £ < rna £ <.

(b) Na fddku 7 zménit prifazeni { :=k + 1 na £ :=Xk.

(c) Na tddku 9 zménit pfifazeni r:==knar:=k—1.

(d) Na tadku 9 zménit pfitazeni r:=knar:=k+1.

(e) Na rddku 5 zménit pfirazeni k := |({+71)/2] na k := [(£+71) /2] (resp. na k :=
[(L+r+1)/2]).

Navrhnéte vhodné invarianty, které podle vas plati v jednotlivych vrcholech grafu #idiciho
toku.

Ndpovéda: Pred provedenim testu { < r na fadku 4 by mélo platit nasledujici:

e ( < 4 <r< n,
e pro kazdé 1 takové, ze 0 < i< {, je Ali] <x
e pro kazdé i takové, ze r <1< n, je Ali] > x.

Ovérte, ze invarianty navrzené v predchozim bodé opravdu plati.

Zjistéte, zda se algoritmus pro kazdy vstup zastavi. Pokud ano, dokazte to, pokud ne,
uved'te ptiklad vstupu, pro ktery se vypocet algoritmu nikdy nezastavi.

Na zdkladé predchozi analyzy bud zduvodnéte, Ze je vySe uvedeny algoritmus korektni,
nebo uved'te pifklad vstupu, pro ktery se nechovd korektné.

Reknéme, ze bychom méli implementaci tohoto algoritmu, kde by pro hodnoty proménnych
n, £, r a k byla pouzita 32-bitova celd ¢isla se znaménkem (tj. ¢isla, jejichz hodnoty mohou
byt v rozsahu —231,...,231 —1) a i vedkeré aritmetické operace s témito proménnymi by
byly provadény na tomto datovém typu. Bude algoritmus, tak jak byl popsan, spravné
fungovat pro viechny vstupy, kde n < 2317

Resend:
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¢:=0
@

L:=k+1

result := NOTFOUND

Obrézek 2: Graf fidicitho toku funkce BSEARCH

a) Graf fidiciho toku je na Obrézku 2.

b) Vypocet vypada ndsledovné (ve vsech konfiguracich je A = [1,3,3,4,6,6,8,9,10,10,12,13],
n =12 a x = 6, takze tyto hodnoty jsou pro piehlednost z tabulky vypustény):
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Krok Stav £ r k result
0 0 2?2 72 ?
1 1 o ? 2?2 ?
2 2 0o 12 ? ?
3 3 0o 12 7? ?
4 4 0 12 6 ?
5 6 0 12 6 ?
6 2 0 6 6 ?
7 3 0 6 6 ?
8 4 0 6 3 ?
9 5 0 6 3 ?
10 2 4 6 3 ?
11 3 4 6 3 ?
12 4 4 6 5 ?
13 6 4 6 5 ?
14 2 4 5 5 ?
15 3 4 5 5 ?
16 4 4 5 4 ?
17 6 4 5 4 ?
18 2 4 4 4 ?
19 7 4 4 4 ?
20 8 4 4 4 ?
21 9 4 4 4 ?
22 11 4 4 4 4

c) (a) Na rddku 4 zménit podminku £ < r na £ <
e x=2,A=[0,1], n =2 — bude pristupovat k prvku A[2]
e x=1,A=1[0,1], n =2 — nezastavi se
(b) Na fadku 7 zménit pfitazeni {:=k+ 1 na £ :=k.
e x =2, A=1[0,1], n =2 — nezastavi se
e x=1,A=1[0,1], n =2 — nezastavi se
(¢) Na fadku 9 zménit pfitazeni r:=k na r:=k— 1.
e x=1,A=10,1], n =2 — vrdti NOTFOUND misto 1
(d) Na rddku 9 zménit pfifazeni r:=k na r:=k+ 1.
e x=1,A=1[0,1], n =2 — nezastavi se
(e) Na rddku 5 zménit pfirazeni k := |({+71)/2] na k := [(£+71) /2] (resp. na k :=
[(E+7r+1)/2)).
e x=1, A=[0,1], n =2 — nezastavi se
e x =0, A=1[0,1], n =2 — nezastavi se
d) V nésledujicim popisu nabyvaji proménné {, r, k a i jako hodnoty celd ¢isla, tj. hod-
noty z mnoziny Z. Pii pouziti kvantifikdtora se vzdy kvantifikuje pfes mnozinu Z, pro
prehlednost to ale neni uvedeno, aby byl zédpis stru¢néjsi. Invarianty n > 0 a Vivj(0 < i<

j<n — Ali] < AJjl), které plati ve vSech stavech, jsou rovnéz u jednotlivych stavu pro
prehlednost vypustény.
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Invarianty, které plati v jednotlivych stavech:

e Stav 0: —

e Stav 1: £ =0

e Stav2: 0 <€ <r<n, Vi0<i<l — Alil<x), Vifr<i<n — Ali] >x)
e Stav3: 0<f{<r<n, Vi0<i<{ — Alil<x), Vir<i<n — Al >x)

Stav4d: 0 <l<r<n, Vi0<i<!l — Alil <x), Vir<i<n — Al > x),
k=[(l+71)/2]
Zl<rak=|+r1)/2] navic vyplyvd £ < k < r. (Staci si uvédomit, ze pokud
k=[(+1)/2], tak 2k <+ 1 < 2k + 2. Protoze { < r, tak r —{ > 0.
Protoze 2k < £+ r, plati 2k < (£ 4+ 1) + (r — £) = 2r, z ¢ehoz vyplyva, ze k < 1.
Podobné z L +1 < 2k+ 2 plyne 20 = (L +71) — (r—¥€) <2k + 2, atedy £ <k + 1, coz
plati pravé tehdy, kdyz € < k.)
e Stav5: 0 <l <r<n, Vi0<i<k — Alil<x), Vir<i<n — A[] > x),
k=[(l+71)/2],<k<T
e Stave: 0 <l <r<n, Vi0<i<dl — Al <x), Vik<i<n — A[] > x),
k=[l+71)/2],<k<T
Stav 7: 0 <€ <n, L=1, Vi0<i<l — Alil<x), Vil<i<n — Al >x)
Stav 8: 0 <l <mn, Vil0<i<{l — Alil<x), Vil<i<n — Al] >x)
Stav 9: 0 <l <n, Al =x, Vil0<i<l — Aflil<x), Vil<i<n — Al >x)
Stav 10: Plati jedna z nésledujicich dvou moznosti:
—f=n, Vil0<i<n — Alfi] <x),
—0<l<n, Vi0<i<l —» Alil<x), Vil<i<n — Al] >x)
Tyto dvé moznosti se daji zhrnout do jediného piipadu:
—0<{<n, Vi(l0<i<t — Alil <x), Vil<i<n — Al]l >x)
e Stav 11: Plati jedna z nasledujicich dvou moznosti:
—result=10 0<{<n, Alfl =x, Vi0<i<{l — Alil <x), Vil<i<n —
Ali] >x)
— result = NOTFOUND, 0 <{<n, Vi0<i<{ — Alil<x), Vil<i<n —
Ali] > x)

e) Staci probrat vSechny hrany a pro kazdou z nich zkontrolovat, ze pokud plati ptislusny
invariant pfed provedenim dané instrukce, pak bude odpovidajici invariant platit i po jejim
provedeni.

f) To, ze se algoritmus zastavi, plyne z toho, ze se s kazdou iteraci cyklu snizuje hodnota
r—{. Protoze plati invariant £ < r, tato hodnota nikdy neklesne pod nulu, takze se nemuze
snizovat donekonecna.

To, ze se hodnota r—{ skute¢né s kazdou iteraci cyklu snizuje, je vidét z toho, ze pri kazdé
iteraci cyklu musi nastat jeden ze dvou piipadu:

e Provede se pfifazeni £ := k+1: Vzhledem k tomu, Ze pfed timto prifazenim plati £ < k,
timto pfifazenim se zvétsi hodnota proménné . Hodnota proménné r se v tomto
piipadé neméni, takze hodnota r — £ se snizi.

e Provede se pfirazeni r := k: Vzhledem k tomu, zZe pfed timto pfifazenim plati k <
T, timto pfifazenim se snizi hodnota proménné r. Hodnota proménné { se v tomto
piipadé neméni, takze hodnota r — £ se snizi.
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Formalni dukaz toho, Zze se algoritmus zastavi by mohl vypadat tak, Ze se konfiguracim
prifadi nésledujici vektory na zédkladé fidiciho stavu a ovéri se, ze pii provedeni kazdé
instrukce se z aktualni konfigurace prejde do konfigurace, které je prifazen lexikograficky
mensi vektor.

e Stav 0: (6) e Stav 6: (4,7 —¢{,0)
e Stav 1: (5) e Stav 7: (3)

e Stav 2: (4,71 —{(,3) e Stav 8: (2)

e Stav 3: (4,7 —¢{,2) e Stav 9: (1)

e Stav 4: (4,T—€ 1) e Stav 10: (1)

e Stav 5: (4,71 —(,0) e Stav 11: (0)

g) Z predchozi analyzy vyplyvé, Ze se algoritmus pro kazdy vstup zastavi a vrati ocekdvany
vysledek. Pokud tedy neni ve vySe uvedené analyze néjaka chyba, tak by mél byt algoritmus
korektni.

h) Ozna¢me MAXINT maximalni hodnotu, kterou mohou nabyvat proménné daného celo¢iselného
typu. V pifpadé 32-bitovych celych &isel se znaménkem bude MAXINT = 231 — 1 =
2147483647.

7 vyse popsanych invarianti vyplyvé, ze proménné {, r a k nabyvaji béhem vypoctu
hodnoty z intervalu od 0 do n (véetné). Pokud tedy 0 <mn < MAXINT, tak i pro hodnoty
téchto tii proménnych bude platit, ze jsou vzdy v intervalu 0, 1,..., MAXINT.

Mohlo by se tedy zdat, ze je vSe v poradku. Ve skutecnosti je ale problém s vypoc¢tem hod-
noty vyrazu na pravé strané v prirazeni k := [ (£ +1)/2], kde se hodnota { + r do tohoto
intervalu nemusi vejit. Co se v takovém piipadé stane, zavisi na sémantice daného progra-
movaciho jazyka, detailech implementace apod. V nékterych jazycich (napi. C, C++) je
chovani v piipadé preteceni znamékového celého ¢isla nedefinované, v jinych (napi. Java) se
vypocet provede v moduldrni aritmetice modulo 232, apod. P#i tomto chovani se napiiklad
pro hodnoty £ = 2147483646 a r = 2147483647 chybné spoc¢itda 1 +1 = —3 a k = —1.
Nejen, ze pak neplati invariant £ < k < r, ale pristupuje se pak k prvku A[—1], tedy mimo
povoleny rozsah indexu.

Priklad 4: Navrhnéte algoritmus pro feseni nasledujictho problému. Jednd se o problém
priradit vrcholim grafu barvy z dané mnoziny barev tak, aby zadné dva sousedni vrcholy
nebyly obarveny stejnou barvou. Barvy jsou oznaceny ¢isly 1,2,...,k, kde k je celkovy pocet
barev, které mame k dispozici. Pokud mame déan graf G = (V,E), kde V je mnozina jeho
vrcholi a E mnozina jeho hran, obarvenim grafu G pomoci k barev budeme rozumét libo-
volnou takovou funkci f: V — {1,2,...,k}, kde pro kazdou hranu {u,v} € E (kde u,v € V)

plati f(u) # f(v).

VstupP: Neorientovany graf G = (V,E) a pfirozené éislo k.

VysTUP: Ngjaké obarveni grafu G pomoci k barev nebo informace, ze zadné ta-
kové obarveni neexistuje.

Poznamky:
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Predpokladejte, ze vrcholy grafu G jsou oznaceny ¢isly 1,2,...,n (kde n je celkovy
pocet vrcholi), a ze graf G je zaddn na vstupu ve formé, kdy je ddno toto ¢islo n a
seznam hran, kde je kazdd hrana reprezentovana jako dvojice ¢isel udavajicich cisla
vrchola spojenych touto hranou.

Muze byt rozumné celé feseni rozlozit na nékolik podprogramu (funkei, procedur, metod,
.. ), Fesicich jednotlivé podilohy. U podprogramu tesicich jednoduché diléi podiilohy,
kde je jasné, jak by se dany podprogram dal implementovat, neni tieba detailné (napi. po-
moci pseudokédu) popisovat ¢innost tohoto podprogramu, ale staci struéné slovné po-

psat, co mé tento podprogram délat (neni tfeba popisovat, jak to bude délat).

Oproti tomu klicové ¢asti algoritmu by mély byt popsany pfesné a podrobné, nejlépe
pomoci pseudokddu, tak, aby jejich piipadnd implementace v néjakém programovacim
jazyce spoCivala jen v rutinnim prepsani tohoto pseudokdédu do daného programovaciho
jazyka.

P#i feseni muze byt vyhodné pouzit rekurzi.

Alespon neformalné pak zduvodnéte, proc¢ je vami navrzeny algoritmus korektni, tj. ¢im
je zaruceno, ze se pro kazdy vstup zastavi po konetném poctu kroku a ze vydd spravny
vysledek.

Reseni: Pifkladem pifmocarého (ale nepiflis efektivniho) feseni je Algoritmus 6. V tomto
algoritmu se predpoklada, ze n, k, f a neighbours jsou globalni proménné s nasledujicim
vyznamem (vSechny ostatni proménné jsou lokalni):

n — pocet vrcholu grafu

k — pocet barev, které jsou k dispozici

f — pole reprezentujici aktudlni pfifazeni barev vrcholiim. Barvy jsou reprezentovany
¢isly 1,2, ..., k. Cislo 0 znamen4, Ze danému vrcholu neni zatim piifazena zadna barva.
neighbours — pole prifazujici kazdému vrcholu mnozinu jeho sousedu, tj. 1" € neighbours|i]
pravé tehdy, kdyz vrcholy 1 a i’ jsou spojeny hranou.

Pole f a neighbours jsou indexovana od jedné.

Procedura READ-INPUT nacte graf a ¢islo k, procedura PRINT-SOLUTION pak vypisuje nale-
zené obarveni grafu.

Jednd se o feSeni hrubou silou, které systematicky vyzkousi vSechna mozna obarveni. Po-
kud tedy existuje alespon obarveni daného grafu k barvami, tento algoritmus néjaké takové
obarveni najde.
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Algoritmus 6: Barven{ grafu

MAIN ():

READ-INPUT()

fori: =1 to ndo

L f[i] ;=0

if SEARCH(1) then

| PRINT-SOLUTION()
else

L print “No solution”

SEARCH (1i):

if i > n then
L return TRUE

for c:=1 to k do

if Vi’ € neighbours[i] : f[i’] # ¢ then
fli] :=¢
if SEARCH(1+ 1) then
L return TRUE

fli]:=0

return FALSE




