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Cvičeńı 9

Př́ıklad 1: Podrobně zd̊uvodněte, proč pro funkce

f(n) = 5n3 + 2n2 − 9n + 13 g(n) = n3

plat́ı f ∈ O(g) a f ∈ Ω(g), a proč pro ně neplat́ı f ∈ o(g) a f ∈ ω(g).

Z předchoźıho pak vyvod’te, že tedy také plat́ı g ∈ O(f), g ∈ Ω(f), f ∈ Θ(g), g ∈ Θ(f),
g 6∈ o(f) a g 6∈ ω(f).

Řešeńı: Je třeba naj́ıt konstanty c ∈ R a n0 ∈ N takové, že c > 0 a pro každé n ≥ n0 plat́ı
f(n) ≤ c · g(n).
Snadno se ověř́ı, že pro všechna n ≥ 1 plat́ı:

5n3 ≤ 5n3 2n2 ≤ 2n3 − 9n ≤ 9n3 13 ≤ 13n3

Pokud tedy zvoĺıme c = 5+ 2+ 9+ 13 = 29 a n0 = 1, tak pro všechna n ≥ n0 plat́ı

f(n) = 5n3 + 2n2 − 9n + 13 ≤ 5n3 + 2n3 + 9n3 + 13n3 = 29 · n3 = c · g(n) .

Př́ıklad 2: Následuj́ıćı funkce seřad’te podle rychlosti jejich r̊ustu, tj. seřad’te je do posloup-
nosti g1, g2, . . . , g15, kde g1 ∈ O(g2), g2 ∈ O(g3), . . . , g14 ∈ O(g15). Uved’te také, pro které
dvojice funkćı gi a gi+1 v této posloupnosti plat́ı gi ∈ Θ(gi+1) a pro které gi ∈ o(gi+1).
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Řešeńı: Funkce je možno seřadit následuj́ıćım zp̊usobem:
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Jediné funkce, které rostou stejně rychle jsou funkce g1 a g2, kde plat́ı log2 n ∈ Θ(log2(n
2)) a

také log2(n
2) ∈ Θ(log2 n). (To, že tyto vztahy plat́ı, plyne z toho, že log2(n

2) = 2 log2 n.)

Pro všechny ostatńı funkce plat́ı, že v této posloupnosti každá následuj́ıćı funkce roste rychleji
než předchoźı, tj. pro i ≥ 2 plat́ı gi ∈ o(gi+1), takže gi ∈ O(gi+1), ale gi+1 6∈ O(gi), a tedy
gi 6∈ Θ(gi+1).

Př́ıklad 3: Pro následuj́ıćı trojice funkćı f1, f2, f3 určete, které vztahy tvaru fi ∈ O(fj),
fi ∈ Ω(fj), fi ∈ Θ(fj), fi ∈ o(fj) a fi ∈ ω(fj) plat́ı a které ne.

Řešeńı: Následuj́ıćı řešeńı jsou prezentovány ve formě tabulek, kde jednotlivá poĺıčka těchto
tabulek odpov́ıdaj́ı vztah̊um uvedeným v následuj́ıćı tabulce. Kroužky označuj́ı vztahy, které
plat́ı, kř́ıžky vztahy, které neplat́ı.
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f1 ∈ O(f2) f2 ∈ O(f1) f1 ∈ O(f3) f3 ∈ O(f1) f2 ∈ O(f3) f3 ∈ O(f2)

f1 ∈ Ω(f2) f2 ∈ Ω(f1) f1 ∈ Ω(f3) f3 ∈ Ω(f1) f2 ∈ Ω(f3) f3 ∈ Ω(f2)

f1 ∈ Θ(f2) f2 ∈ Θ(f1) f1 ∈ Θ(f3) f3 ∈ Θ(f1) f2 ∈ Θ(f3) f3 ∈ Θ(f2)

f1 ∈ o(f2) f2 ∈ o(f1) f1 ∈ o(f3) f3 ∈ o(f1) f2 ∈ o(f3) f3 ∈ o(f2)

f1 ∈ ω(f2) f2 ∈ ω(f1) f1 ∈ ω(f3) f3 ∈ ω(f1) f2 ∈ ω(f3) f3 ∈ ω(f2)

a) f1(n) = 3n2 + 5n − 1, f2(n) = 2n3 − 15n − 183, f3(n) = (n + 1)(n − 1)

Řešeńı:
© × © © × ©
× © © © © ×
× × © © × ×
© × × × × ©
× © × × © ×

b) f1(n) = 4n2 + n2 log2 n, f2(n) = log52 n, f3(n) = 17n + 3

Řešeńı:
× © × © © ×
© × © × × ©
× × × × × ×
× © × © © ×
© × © × × ©

c) f1(n) = n 5
√
n, f2(n) = n, f3(n) =

√
n

Řešeńı:
× © × © × ©
© × © × © ×
× × × × × ×
× © × © × ©
© × © × © ×

d) f1(n) = 2n, f2(n) = n1024, f3(n) = n!

Řešeńı:
× © © × © ×
© × × © × ©
× × × × × ×
× © © × © ×
© × × © × ©

e) f1(n) = 2n, f2(n) = nn, f3(n) = n!

Řešeńı:
© × © × × ©
× © × © © ×
× × × × × ×
© × © × × ©
× © × © © ×
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f) f1(n) = 2n, f2(n) = nn, f3(n) = nlog2 n

Řešeńı:
© × × © × ©
× © © × © ×
× × × × × ×
© × × © × ©
× © © × © ×

g) f1(n) = 10n, f2(n) = 2n, f3(n) = 22
n

Řešeńı:
× © © × © ×
© × × © × ©
× × × × × ×
× © © × © ×
© × × © × ©

h) f1(n) = log10(n
2), f2(n) = log2 n, f3(n) = log2(n

2)

Řešeńı:
© © © © © ©
© © © © © ©
© © © © © ©
× × × × × ×
× × × × × ×

i) f1(n) = n +
√
n · log2 n, f2(n) = n · log2 n, f3(n) =

√
n · log22 n

Řešeńı:
© × × © × ©
× © © × © ×
× × × × × ×
© × × © × ©
× © © × © ×

j) f1(n) = 2n, f2(n) = 2
√
n, f3(n) = n!

Řešeńı:
× © © × © ×
© × × © × ©
× × × × × ×
× © © × © ×
© × × © × ©

k) f1(n) = n/2048, f2(n) =
√
n · 3n, f3(n) = n + n · log2 n

Řešeńı:
© × © × × ©
× © × © © ×
× × × × × ×
© × © × × ©
× © × © © ×
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l) f1(n) = (log2 n)
n, f2(n) = nn, f3(n) = 10

√
n

Řešeńı:
© × × © × ©
× © © × © ×
× × × × × ×
© × × © × ©
× © © × © ×

Př́ıklad 4: Určete co nejpřesněji časovou a pamět’ovou složitost Algoritmu 1.

Předpokládejte, že hodnota n udává počet prvk̊u v poli A a že toto pole je indexováno od
nuly.

Algoritmus 1: Tř́ıděńı př́ımým výběrem

Selection-Sort (A,n):
i := n − 1

while i > 0 do

k := 0

for j := 1 to i do

if A[k] < A[j] then

k := j

x := A[k]; A[k] := A[i]; A[i] := x

i := i− 1

Řešeńı: Při pr̊uchodech cyklem while nabývá proměnná i postupně hodnot n − 1, n −

2,. . . ,2,1. Cyklus while tedy proběhne vždy (n − 1) krát. V cyklu for nabývá proměnná j

hodnot 1, 2, . . . , i. V jedné iteraci cyklu while se tedy tělo cyklu for provede i krát. Počet
iteraćı cyklu for tedy záviśı na aktuálńı hodnotě proměnné i, která se v pr̊uběhu výpočtu
s každou iteraćı cyklu while měńı.

Z kódu je snadno vidět, že z hlediska analýzy časové složitosti tohoto algoritmu je nejd̊uležitěǰśı
určit celkový počet provedeńı těla cyklu for, nebot’ to jsou instrukce, které jsou během výpočtu
prováděny nejčastěji. Doba, která se stráv́ı prováděńım jiných instrukćı, je pro velké hodnoty n

zanedbatelná v̊uči času, který se stráv́ı prováděńım cyklu for.

Celkový počet provedeńı těla cyklu for se dá přesně spoč́ıtat jako součet aritmetické řady:

(n − 1) + (n − 2) + · · · + 1 =
1

2
(n − 1)n =

1

2
n2 −

1

2
n = Θ(n2)

Doba jednoho provedeńı těla cyklu for je Θ(1). Množstv́ı času, které se stráv́ı prováděńım těla
cyklu for je tedy Θ(n2) ·Θ(1) = Θ(n2). Z toho vid́ıme, že celková časová složitost algoritmu
je Θ(n2).

Algoritmus pracuje s polem, které má celkem n buněk. Pro daľśı proměnné postačuje Θ(1)

pamět’ových buněk. Pamět’ová složitost algoritmu je tedy Θ(n).
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Př́ıklad 5: Určete co nejpřesněji časovou a pamět’ovou složitost Algoritmu 2 (připomeňte si
tento algoritmus z minulého cvičeńı).

(Předpokládejte, že hodnota n udává počet prvk̊u v poli A, že toto pole je indexováno od
nuly, a že x je hodnota hledaného prvku.)

Algoritmus 2: Binárńı vyhledáváńı

BSearch (x,A,n):
ℓ := 0

r := n

while ℓ < r do

k := ⌊(ℓ + r) / 2⌋
if A[k] < x then

ℓ := k+ 1

else

r := k

if ℓ < n and A[ℓ] = x then

return ℓ

return NotFound

Řešeńı: Co se týká pamět’ové složitosti, algoritmus BSearch pracuje s polem o n prvćıch.
Pamět’ potřebná pro ostatńı proměnné je v̊uči paměti potřebné pro toto pole zanedbatelná.
Celková pamět’ová složitost algoritmu BSearch je tedy Θ(n).

Zaměřme se nyńı na jeho časovou složitost.

Nejprve si všimněme, že s každou iteraćı cyklu se hodnota r− ℓ snižuje
”
zhruba“ na polovinu.

Na začátku je r − ℓ = n a postupně se tato hodnota snižuje až na nulu, kdy výpočet konč́ı.
Pokud bychom pro jednoduchost předpokládali, že se tato hodnota snižuje vždy přesně na
polovinu a že n je mocninou dvojky, tj. 2i = n pro nějaké i ∈ N, je vidět, že počet iteraćı,
které se provedou, než rozd́ıl r− ℓ dosáhne hodnoty 1, je i. (Je také jasné, že pokud r− ℓ = 1,
v daľśı iteraci bude r − ℓ = 0 a výpočet konč́ı.) Z 2i = n vyplývá i = log2 n. Protože doba
strávená jednou iteraćı cyklu je Θ(1), je zřejmé, že celková doba výpočtu bude Θ(logn).

Tento výsledek bude platit i v př́ıpadě, kdy n neńı mocninou dvojky. Intuitivně je asi jasné,
že se v tomto př́ıpadě provede nanejvýš jedna iterace cyklu nav́ıc oproti situaci, kdybychom
n nahradili nejbližš́ı mocninou dvojky.

Ve skutečnosti neńı úplně pravda, že se hodnota r − ℓ snižuje vždy přesně na polovinu —
např. u lichých hodnot docháźı při děleńı dvěma k zaokrouhlováńı, nová hodnota rozd́ılu
by možná mohla být ve skutečtnosti o jedna větš́ı nebo menš́ı než přesná polovina hodnoty
p̊uvodńıho rozd́ılu, apod.

Přesné určeńı těchto detail̊u vyžaduje podrobněǰśı analýzu. Ve skutečnosti se ukazuje, že
výsledek takové podrobněǰśı analýzy je pak většinou úplně stejný, jako při výše uvedené

”
hrubé“ analýze. Na těchto detailech tedy v naprosté většině př́ıpad̊u nezálež́ı a pokud nám
jde jen o asymptotický odhad, tak je můžeme ignorovat.

Pro ilustraci zde uved’me, jak by mohla vypadat podrobněǰśı analýza, ze které je vidět, že
časová složitost algoritmu BSearch skutečně vyjde Θ(logn) i v př́ıpadě, kdy tyto detaily
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bereme v úvahu.

Nejprve se zaměřme na přesné určeńı toho, jak se snižuje s každou iteraćı cyklu hodnota rozd́ılu
r− ℓ. Jako ℓ a r označme hodnoty těchto proměnných před provedeńım dané iterace cyklu, a
jako ℓ ′ a r ′ označme hodnoty těchto proměnných po provedeńı této iterace. (Předpokládejme,
že ℓ < r, protože jinak by se žádná iterace neprovedla a výpočet by skončil.)

Dále položme d = r− ℓ, d ′ = r ′ − ℓ ′ a k = ⌊(ℓ + r)/2⌋. Chtěli bychom co nejpřesněji vyjádřit
vztah mezi hodnotami d a d ′.

Je potřeba rozebrat dva př́ıpady, podle toho, zda je nebo neńı splněna podmı́nka A[k] < x:

a) Plat́ı A[k] < x a provede se přǐrazeńı ℓ := k+ 1:

V tomto př́ıpadě je ℓ ′ = k+ 1 a r ′ = r, takže d ′ = r ′ − ℓ ′ = r− k− 1.

Z k = ⌊(ℓ + r)/2⌋ vyplývá, že (ℓ + r) − 2 < 2k ≤ ℓ + r. Protože d ′ = r − k − 1, tak
k = r − d ′ − 1. Dosazeńım do předchoźıho vztahu dostáváme

(ℓ + r) − 2 < 2r − 2d ′ − 2 ≤ ℓ + r .

Odečteńım hodnoty 2r − 2 ode všech člen̊u těchto nerovnost́ı dotáváme ℓ − r < −2d ′ ≤
ℓ − r + 2, z čehož plyne r − ℓ > 2d ′ ≥ (r − ℓ) − 2. Protože d = r − ℓ, tak dostáváme
d > 2d ′ ≥ d− 2. Tento vztah se dá přepsat jako d− 1 ≥ 2d ′ > (d− 1) − 2, z čehož plyne,
že d ′ = ⌊(d− 1)/2⌋.

b) Plat́ı A[k] ≥ x a provede se přǐrazeńı r := k:

V tomto př́ıpadě je ℓ ′ = ℓ a r ′ = k, takže d ′ = r ′ − ℓ ′ = k− ℓ.

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě z k = ⌊(ℓ + r)/2⌋ vyplývá, že (ℓ+ r) − 2 < 2k ≤ ℓ+ r,
a protože d ′ = k− ℓ, tak k = d ′ + ℓ, takže

(ℓ + r) − 2 < 2d ′ + 2ℓ ≤ ℓ+ r .

Odečteńım hodnoty 2ℓ dostáváme r − ℓ − 2 < 2d ′ ≤ r − ℓ. Protože d = r − ℓ, tak plat́ı
d− 2 < 2d ′ ≤ d, z čehož vyplývá, že d ′ = ⌊d/2⌋.

Z předchoźı analýzy vid́ıme, že v závislosti na tom, kterou větv́ı př́ıkazu if se v dané iteraci
jde, tak je bud’ d ′ = ⌊(d− 1)/2⌋ nebo d ′ = ⌊d/2⌋. Z hlediska doby výpočtu je horš́ı ten druhý
př́ıpad, tj. př́ıpad, kdy plat́ı A[k] ≥ x a provede se přǐrazeńı r := k.

Neńı těžké si rozmyslet, že pro každé n existuj́ı vstupy, kdy v každé iteraci cyklu nastává tento
druhý př́ıpad (tj. přǐrazeńı r := k) — stač́ı, aby pro všechny prvky v poli platilo A[i] ≥ x.
Pro takové vstupy pak plat́ı, že v každé iteraci je d ′ = ⌊d/2⌋.
Zaměřme se tedy na tyto nejhorš́ı př́ıpady. Pokud si zkuśıme spoč́ıtat přesný počet iteraćı
v těchto nejhorš́ıch př́ıpadech pro některé malé hodnoty d, asi dojdeme k hypotéze, že pro
tyto nejhorš́ı př́ıpady plat́ı následuj́ıćı (předpokládáme i > 0):

ve zbytku výpočtu algoritmus provede i iteraćı právě tehdy, když 2i−1 ≤ d < 2i

Toto tvrzeńı můžeme ověřit indukćı. Pro i = 1 určitě plat́ı, protože v tomto př́ıpadě muśı být
d = 1 (pro d > 1 se v nejhorš́ım př́ıpadě provedou alespoň dvě iterace cyklu).

Předpokládejme nyńı, že toto tvrzeńı plat́ı pro i a ukažme, že pak plat́ı i pro i+1. Algoritmus
provede i+ 1 iteraćı právě tehdy, když po provedeńı jedné iterace provede i iteraćı, což podle
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indukčńıho předpokladu plat́ı právě tehdy, když 2i−1 ≤ d ′ < 2i. Protože d ′ = ⌊d/2⌋, plat́ı
tento vztah právě pro ta d, kde 2i ≤ d < 2i+1. Tı́m je d̊ukaz hotov.

Protože na začátku výpočtu je d = n, z předchoźıho vyplývá, že algoritmus provede i iteraćı
v nejhorš́ım př́ıpadě právě pro ty vstupy, kde 2i−1 ≤ n < 2i. Z toho plyne, že i−1 ≤ log2 n < i,
což můžeme přepsat jako (log2 n) − 1 < i − 1 ≤ log2 n, z čehož vyplývá, že i − 1 = ⌊log2 n⌋,
a tedy i = ⌊log2 n⌋ + 1.

Pro vstup velikosti n tedy provede algoritmus v nejhorš́ım př́ıpadě přesně ⌊log2 n⌋+1 iteraćı,
z čehož vyplývá, že časová složitost algoritmu je Θ(logn).

Př́ıklad 6: Popǐste pseudokódem libovolný algoritmus pro řešeńı následuj́ıćıho problému
a určete co nejpřesněji jeho časovou a pamět’ovou složitost. (Co je vhodné v př́ıpadě tohoto
problému považovat za velikost vstupu?)

Vstup: Matice A,B, jejichž prvky jsou celá č́ısla.

Výstup: Matice A · B.

Poznámka: V algoritmu se nemuśıte zabývat nač́ıtáńım vstupu a výpisem výstupu.

Nepředpokládejte, že matice A a B muśı být čtvercové, můžete však předpokládat, že jejich
rozměry jsou takové, aby se obě matice daly vynásobit, tj. že velikost matice A je m × n a
velikost matice B je n× p, kde m, n a p jsou nějaká přirozená č́ısla.

Řešeńı: Algoritmus 3 je standardńı jednoduchý algoritmus pro násobeńı matic. Vstup je
představován maticemi A (velikosti m × n) a B (velikosti n × p), výstup je pak zapsán do
matice C (velikosti m× p).

Je zřejmé, že nejv́ıce času se při vykonáváńı tohoto algoritmu stráv́ı prováděńım těla nej-
vnitřněǰśıho cyklu for a že toto tělo se provede celkem m · n · p krát.

Časová složitost tohoto algoritmu je tedy Θ(m · n · p).
Z hlediska pamět’ových nárok̊u tohoto algoritmu je nejv́ıce paměti potřeba pro uložeńı matic A,
B a C, pamět’ pro ostatńı proměnné je v̊uči tomu zanedbatelná. Pamět’ová složitost algoritmu
je pak dána celkovým počtem pamět’ových buněk nutných pro uložeńı těchto tř́ı matic, tedy
Θ(m · n + n · p+m · p).

Algoritmus 3: Násobeńı matic

Matrix-Mult (A,B,C,m,n, p):
for i := 1 to m do

for j := 1 to p do

x := 0

for k := 1 to n do

x := x+A[i][k] ∗ B[k][j]
C[i][j] := x

Př́ıklad 7: Navrhněte (nějaký) algoritmus řeš́ıćı následuj́ıćı problém:
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Vstup: Čı́slo n a sekvence č́ısel a1, a2, . . . , an, kde pro všechna i = 1, 2, . . . , n

plat́ı ai ∈ {1, 2, . . . , n}.

Otázka: Je v sekvenci a1, a2, . . . , an každé x ∈ {1, 2, . . . , n} obsaženo právě jed-
nou?

Analyzujte časovou složitost vašeho algoritmu. Pokud je větš́ı než O(n), zkuste navrhnout
algoritmus s časovou složitost́ı O(n).

Řešeńı: Algoritmus 4 je př́ıkladem algoritmu s časovou i pamět’ovou složitost́ı Θ(n), který
řeš́ı tento problém.

Hlavńı myšlenkou, na které je tento algoritmus založen, je, že si v n-prvkovém poli A pama-
tuje, které hodnoty v intervalu 1 až n již byly načteny. Pokud je na vstupu nějaké č́ıslo, které
neńı z intervalu 1 až n, nebo nějaké č́ıslo, které již bylo dř́ıve načteno, je jasné, že př́ıslušená
podmı́nka neńı splněna a algoritmus může vrátit False.

Pokud algoritmus načetl n č́ısel, přičemž všechna tato č́ısla byla z intervalu 1 až n a žádné
č́ıslo se neopakovalo, je také jasné, že žádné z č́ısel z tohoto intervalu nemohlo chybět. Každé
č́ıslo z intervalu 1 až n se tedy v tomto př́ıpadě muselo vyskytnout na vstupu právě jednou,
a je tedy v pořádku, že v tomto př́ıpadě vrát́ı algoritmus výsledek True.

Algoritmus 4:

Alg ():
n := read()

for i := 1 to n do

A[i] := 0

for i := 1 to n do

x := read()

if x < 1 or x > n then

return False

else if A[x] 6= 0 then

return False

A[x] := 1

return True


