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Cviceni 9
Piiklad 1: Podrobné zduvodnéte, pro¢ pro funkce

f(n) =5n3+2n? —9n+13 gn)=n?
plati f € O(g) a f € Q(g), a pro¢ pro né neplati f € o(g) a f € w(g).

Z predchoziho pak vyvod'te, ze tedy také plati g € O(f), g € Q(f), f € O(g), g € O(f),
g Zol(f) agdw(f)

Resend: Je tieba najit konstanty ¢ € R a ng € N takové, ze ¢ > 0 a pro kazdé n > ny plati
f(n) <c-g(n).
Snadno se ovéri, ze pro vSechna n > 1 plati:
5n3 < 5n3 mn? < m? —9n < 9n3 13 < 13n3
Pokud tedy zvolime c =5+2+ 9413 =29 a nyg = 1, tak pro vSechna n > ngy plati
fn)=5m>+2n° —n+13<5m’+ 23+ +13n¥ =29 . nd =c¢- gn).

Piiklad 2: Nésledujici funkce sefad'te podle rychlosti jejich rustu, tj. sefad'te je do posloup-
nosti g1,92,...,915, kde g1 € O(g2), g2 € O(g3), ..., g14 € O(gy5). Uved'te také, pro které
dvojice funkci g; a gi+1 v této posloupnosti plati g; € O(gi+1) a pro které g; € o(gi11).

n? 2" n log,n n"
n! log,(n?) (log; n)? n3 Vn
22" mon n 1000 V4D nlog, n

Reseni: Funkce je mozno sefadit nésledujicim zptsobem:

g1 92 93 94 95 96 97 gs 99 g0
log,n log;(n?) (log,n)? ¥m yn n nlogyn n? nd nlo®

gn 912 913 914 915
2 10" n! onv 22"

Jediné funkce, které rostou stejné rychle jsou funkce gq a gz, kde plati log, n € ©(log,(n?)) a
také log,(n?) € O(log, n). (To, Ze tyto vztahy plati, plyne z toho, ze log,(n?) = 2log, n.)
Pro vSechny ostatni funkce plati, Ze v této posloupnosti kazda nasledujici funkce roste rychleji
nez predchozi, tj. pro i > 2 plati g; € o(git1), takze gi € O(gi+1), ale git1 € O(gi), a tedy
gi € O(gi+1).

Piiklad 3: Pro nasledujici trojice funkei fq,f;,f3 urcete, které vztahy tvaru f; € O(fj),
fi € Q(fj), fi € @(fj), fi € O(f]’) af; € w(fj) plati a které ne.

Resent: Nésledujici fedenf jsou prezentovany ve formé tabulek, kde jednotliva policka téchto
tabulek odpovidaji vztahtim uvedenym v nasledujici tabulce. Krouzky oznacuji vztahy, které
plati, kiizky vztahy, které neplati.
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f1 € O(fy) | f2€ O(f1) | f1 € O(f3) | f3€ O(f) | f2 € O(f3) | f3 € O(f,)
f1 € Q(f2) | 2 € Q(f1) | f1 € Q(f3) | f3 € Q(f1) | f2 € Q(f3) | 3 € Q(f2)
f1 € O(f2) | 2 €0O(f1) | f1 € O(f3) | f3 € O(fy) | f, € O(f3) | f3 € O(f2)
fi €o(fy) | f2€0(f1) | f1€o(fs) | f3€0(f1) | f2€0(f3) | f3 € 0(f2)
fiew(fy) | 2 € w(fi) | fr € w(f3) | f3 € w(fy) | f2 € w(f3) | f3 € w(f)

a) fim) =3n?+5n—1, fH,(n)=2n>—15n—183, fz(n)=Mn+1)(n—-1)

Resend:

b) fi(n) =4n? +n?log, n,

Resend:

c) fin) =nyn,

Resent:

d) fi(n) =2",

Reseni:

e) fi (Tl) = 2n7

Resend:

O

O

x| x|O|0|O
x| x|O|OJO
Ol x| x|Of x

O x| x|Of x

X

X
O

X

X

X
O

X

x O x]O]0O]|x
Ol x 1O x| x1]0O
X | x| X | x| x| X
x O x]O]0]|x
Ol x 1O x| x]10O
fo(n) =n, f3(n)=vn

x 1O x 10| x|0O
Ol x 1O x|O] x
X | X | X | x| x| X
x 1O x 1O x|O
Ol x 1O x|O] x

fz(n) — T11024, fg(n) —n!
x 1 O1O| x |O| x
Ol x| x]10|x]|0O
X | X | X | x| x| X
x| O1O| x|O| x
Ol x| x]O|x]O
fo(n) =n", f3n)=n!

Ol x 10O x| x1]0O
X O x1OlO]|x
X | x| x| x| x| X
Ol x 1O x| x]10O
x| O x]O]O] x

fo(n) = logg n, fz3(n)=1n+3
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f) fi(n) =2", f2(n)=n", fi(n)= nlogzn

Resend:

Ol x| x]0O[x]|0O
x| OlO| x|0O| x
X | X | x| x| x| x
Ol x| x]0O]|x]0O
x| O1O| x|O| x
g) filn) =10, fo(n)=2", f3(n)=2""
Resen:
x| OO x|0O| x
Ol x| x]O[x]0O
X | X | x| x| x| %
x| O1O| x|O| x
Ol x| x]O[x]0O
h) fi(n) =logjo(n?), fa(n)=logyn, f3(n)=log,(n?)
Resend:
0|00 0]0]0
Ol|0|0]0]10]|0
OO0 0]0]0]0O
X | X | x| x| x| x
X | X | x| x| x| %
i) fin) =n+yn-logn, fa(n)=n-logn, f3(n)=n-logsn
Resend:
Ol x| x]0O]|x]0O
x 1 O1O| x |O| x
X | X | x| x| x| %
Ol x| x]1O[x]|0O
x| OO x|0O| x

) filn) =2, fa(n) =2V", f3(n) =n!

Resent:

x | O x | O] x
O[*x|x|O[*]0O
X | x x | x | x
x | O x | Of x
O | x Ol x 10O

k) f] (TL) = Tl/2048, fz(n) =

Resent:

f3(n) =n+n-log,n

x |Ol x| x|O
Ol x| x|Of x

x|O| x| x O § x| x| x|O
0o
)

Ol x| x|Of x
x|O| x| x|O
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D) fi(n) = (log; )", f2(n) =n", f3(n)=10v"

x 1Ol x| x|O
O x| x|Of x
x|O| x| x O

Piiklad 4: Urcete co nejpfesnéji ¢asovou a pamétovou sloZitost Algoritmu 1.

Predpoklddejte, ze hodnota n udava pocet prvku v poli A a Ze toto pole je indexovano od
nuly.

Algoritmus 1: Ttidén{ pfimym vybérem

SELECTION-SORT (A, n):

ii=n—1
while 1 > 0 do
k=0

for j:=1to ido
if Alk] < Afj] then
L k:=j

[

|_.

Alkl:=Ali]; Ali]l:=x

Y

Reseni:  Pfi prichodech cyklem while nabyva proménnd i postupné hodnot n — 1, n —
2,...,2,1. Cyklus while tedy probéhne vzdy (n — 1) krat. V cyklu for nabyva proménn4 j
hodnot 1,2,...,1. V jedné iteraci cyklu while se tedy télo cyklu for provede i krat. Pocet
iteraci cyklu for tedy zdvisi na aktudlni hodnoté proménné i, kterd se v prubéhu vypoctu
s kazdou iteraci cyklu while méni.
urcit celkovy pocet provedenl téla cyklu for, nebot to jsou instrukce, které jsou béhem vypoétu
provadény nejcastéji. Doba, ktera se stravi provadénim jinych instrukci, je pro velké hodnoty n
zanedbatelnd vuéi ¢asu, ktery se stravi provadénim cyklu for.
Celkovy pocet provedeni téla cyklu for se dé presné spocitat jako soucet aritmetické rady:
1 1T 5, 1

MmM—1)+Mn—-2)+---+1 zz(n—ﬂ =N —sn= O(n?)
Doba jednoho provedenti téla cyklu for je ©(1). Mnozstvi ¢asu, které se stravi provadénim téla
cyklu for je tedy ©(n?) - ©(1) = ©(n?). Z toho vidime, ze celkovd ¢asova slozitost algoritmu
je ©(n?).
Algoritmus pracuje s polem, které m4 celkem n bunék. Pro dalsi proménné postacuje ©(1)
pamétovych bunék. Pamétova sloZitost algoritmu je tedy ©(n).
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Piiklad 5: Urcete co nejpfesnéji ¢casovou a pamétovou slozitost Algoritmu 2 (pfipomeiite si
tento algoritmus z minulého cviceni).

(Predpokladejte, ze hodnota n udéva pocet prvku v poli A, Ze toto pole je indexovano od
nuly, a Zze x je hodnota hledaného prvku.)

Algoritmus 2: Binarni vyhledavani

BSEARCH (x, A,n):

:=0

TI=m

while { < r do

k:=[l+T1)/2]

if Alk] < x then
‘ C:=k+1

else

LT::k

if £ <n and A[f] = x then
L return {
return NOTFOUND

Reseni: Co se tyka pamétové slozitosti, algoritmus BSEARCH pracuje s polem o n prvcich.
Pamét potfebnd pro ostatni proménné je vici paméti potfebné pro toto pole zanedbatelnd.
Celkova pamétova sloZitost algoritmu BSEARCH je tedy ©(n).

Zaméfme se nyni na jeho ¢asovou slozitost.

Nejprve si vSimnéme, ze s kazdou iteraci cyklu se hodnota r—{ snizuje ,,zhruba“ na polovinu.
Na zacatku je r —{ = n a postupné se tato hodnota snizuje az na nulu, kdy vypocet konéi.
Pokud bychom pro jednoduchost predpokladali, ze se tato hodnota snizuje vzdy pfesné na
polovinu a Ze n je mocninou dvojky, tj. 2! = n pro néjaké i € N, je vidét, ze pocet iteract,
které se provedou, nez rozdil r —{ dosdhne hodnoty 1, je i. (Je také jasné, ze pokud r—{ =1,
v daléf iteraci bude T — € = 0 a vypocet konéi.) Z 2! = n vyplyva i = log, n. Protoze doba
stravena jednou iteraci cyklu je ©(1), je ziejmé, ze celkova doba vypoctu bude GO(logn).
Tento vysledek bude platit i v pfipadé, kdy n neni mocninou dvojky. Intuitivné je asi jasné,
ze se v tomto piipadé provede nanejvys jedna iterace cyklu navic oproti situaci, kdybychom
n nahradili nejblizsi mocninou dvojky.

Ve skute¢nosti neni dplné pravda, ze se hodnota r — £ snizuje vzdy presné na polovinu —
napf. u lichych hodnot dochézi pti déleni dvéma k zaokrouhlovani, novd hodnota rozdilu
by mozna mohla byt ve skute¢tnosti o jedna vétsi nebo mensi nez presnd polovina hodnoty
puvodniho rozdilu, apod.

Presné urceni téchto detaili vyzaduje podrobnéjsi analyzu. Ve skutecnosti se ukazuje, Ze
vysledek takové podrobnéjsi analyzy je pak vétsinou uplné stejny, jako pii vySe uvedené
,hrubé® analyze. Na téchto detailech tedy v naprosté vétsiné piipadu nezdlezi a pokud nam
jde jen o asymptoticky odhad, tak je muZeme ignorovat.

Pro ilustraci zde uvedme, jak by mohla vypadat podrobnéjsi analyza, ze které je vidét, Ze
casova slozitost algoritmu BSEARCH skuteéné vyjde O(logn) i v piipadé, kdy tyto detaily
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bereme v tivahu.

Nejprve se zaméfme na presné urceni toho, jak se snizuje s kazdou iteraci cyklu hodnota rozdilu
r—{. Jako { a r ozna¢me hodnoty téchto proménnych pred provedenim dané iterace cyklu, a
jako ¢’ a v’ ozna¢me hodnoty téchto proménnych po provedent této iterace. (Predpokladejme,
ze L < r, protoze jinak by se zadn4 iterace neprovedla a vypocet by skongil.)

Déle polozme d=1—{, d' =1"—¢ ak=[({+1)/2]. Chtéli bychom co nejpresnéji vyjadrit
vztah mezi hodnotami d a d’.

Je potreba rozebrat dva pripady, podle toho, zda je nebo nenf splnéna podminka Alk] < x:

a) Plati Alk] < x a provede se piitazeni { :=k + 1:
V tomto piipadé je '’ =k+T1ar' =71 takied =1v" — ' =r—k—1.

Zk=|(+7)/2] vyplyvd, ze ({ + 1) —2 < 2k < L+ 1. Protoze d’ = r—k — 1, tak
k =1 —d’ — 1. Dosazenim do predchoziho vztahu dostdvame

(+1)—2<2r—2d"—2<(+r.

Odectenim hodnoty 2r — 2 ode vSech ¢lent téchto nerovnosti dotdvdme { —r < —2d’ <
0 —1+ 2, z ¢ehoz plyne r — £ > 2d’ > (r — {) — 2. Protoze d = r — {, tak dostdvame
d > 2d’ > d — 2. Tento vztah se d4 piepsat jako d —1 > 2d’ > (d — 1) — 2, z ¢ehoz plyne,
zed =[(d—1)/2].

b) Plati A[k] > x a provede se pfitazeni 1 := k:
V tomto piipadé je ¢’ =L ar’ =k, takze d' =1 —0' =k — L.

Podobné jako v predchozim piipadé z k = | (£ +1)/2] vyplyva, ze (£+71) —2 <2k < {+7,
a protoze d’ =k —{, tak k = d’ + {, takze

C+1)—2<2d" +20<0+T.

Odectenim hodnoty 2¢ dostdvame r — ¢ — 2 < 2d’ < r — L. Protoze d = r — {, tak plat{
d—2<2d’' <d, z ¢ehoz vyplyva, ze d' = |d/2].

7 predchozi analyzy vidime, ze v zavislosti na tom, kterou vétvi piikazu if se v dané iteraci
jde, tak je bud d’ = |(d —1)/2]| nebo d’ = |d/2]. Z hlediska doby vypoctu je horsi ten druhy
piipad, tj. piipad, kdy plati A[k] > x a provede se pfifazeni 1 := k.

Neni tézké si rozmyslet, ze pro kazdé n existuji vstupy, kdy v kazdé iteraci cyklu nastava tento
druhy piipad (tj. pfifazeni r := k) — staci, aby pro vSechny prvky v poli platilo A[i] > x.
Pro takové vstupy pak plati, ze v kazdé iteraci je d’ = [d/2].

Zaméime se tedy na tyto nejhorsi pripady. Pokud si zkusime spocitat presny pocet iteraci
v téchto nejhorsich piipadech pro nékteré malé hodnoty d, asi dojdeme k hypotéze, ze pro
tyto nejhorsi piipady plati nasledujici (predpokladdme i > 0):

ve zbytku vypoctu algoritmus provede i iteraci  prdvé tehdy, kdyz 271 < d < 2t

Toto tvrzeni muZzeme ovérit indukei. Pro i1 = 1 urcité plati, protoze v tomto piipadé musi byt
d =1 (pro d > 1 se v nejhorsim piipadé provedou alespon dvé iterace cyklu).

Predpoklddejme nyni, ze toto tvrzeni plati pro i a ukazme, ze pak plati i pro i+ 1. Algoritmus
provede 1+ 1 iteraci pravé tehdy, kdyz po provedeni jedné iterace provede i iteraci, coz podle
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indukéntho predpokladu plati pravé tehdy, kdyz 22! < d’ < 2'. Protoze d’ = |d/2], plati
tento vztah prévée pro ta d, kde 2 < d < 2'*'. Tim je dikaz hotov.

Protoze na zacatku vypoctu je d = n, z predchoziho vyplyva, ze algoritmus provede 1 iteraci
v nejhorsim pifpadé pravé pro ty vstupy, kde 2271 < n < 2'. Z toho plyne, ze i—1 < log, n < i,
coz muzeme piepsat jako (logon) —1 <i—1 <log,n, z ¢ehoz vyplyva, ze i —1 = [log, n|,
a tedy i = [log;n| + 1.

Pro vstup velikosti n tedy provede algoritmus v nejhorsim piipadé presné |log, n|+1 iteraci,
z ¢ehoz vyplyva, ze ¢asova slozitost algoritmu je ©(logn).

Priklad 6: Popiste pseudokédem libovolny algoritmus pro feSeni nasledujictho problému
a urcete co nejpiesnéji jeho ¢asovou a pamétovou slozitost. (Co je vhodné v piipadé tohoto
problému povazovat za velikost vstupu?)

VsTup: Matice A, B, jejichz prvky jsou cela ¢isla.
VYSTUP: Matice A - B.

Pozndmka: V algoritmu se nemusite zabyvat nac¢itanim vstupu a vypisem vystupu.
Nepredpokladejte, ze matice A a B musi byt ¢tvercové, muzete viak predpoklddat, ze jejich
rozméry jsou takové, aby se obé matice daly vyndsobit, tj. ze velikost matice A je m x n a
velikost matice B je n x p, kde m, n a p jsou néjaka pfirozena ¢isla.

Regeni: Algoritmus 3 je standardni jednoduchy algoritmus pro nésobeni matic. Vstup je
predstavovan maticemi A (velikosti m x n) a B (velikosti n x p), vystup je pak zapsén do
matice C (velikosti m x p).

Je ziejmé, Ze nejvice Casu se pii vykonavani tohoto algoritmu stravi provadénim téla nej-
vnitinéjsiho cyklu for a Ze toto té€lo se provede celkem m - n - p krat.

Casov slozitost tohoto algoritmu je tedy @(m -n - p).

Z hlediska pamétovych narokt tohoto algoritmu je nejvice paméti potieba pro uloZeni matic A,
B a C, pamét pro ostatni proménné je viiéi tomu zanedbatelnd. Pamétova slozitost algoritmu
je pak ddna celkovym poc¢tem pamétfovych bunék nutnych pro ulozeni téchto tif matic, tedy
Om-n+n-p+m-p).

Algoritmus 3: Nasobeni matic

MATrIX-MULT (A, B,C,myn,p):
for i:=1 to mdo
for j:=1 to p do
x:=0
for k:=1 to n do
L x :=x + Ali][k] * B[K][j]

ChlfG] :==x

Priklad 7: Navrhnéte (néjaky) algoritmus fesici nasledujici problém:
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Vstup: Cislo n a sekvence &sel ag, ap,...,an, kde pro vechna i = 1,2,...,n
plati a; € {1,2,...,n}.
OTAzKA: Je v sekvenci aj, ay,...,an kazdé x € {1,2,...,n} obsazeno prévé jed-
?
nou?

Analyzujte ¢asovou slozitost vaseho algoritmu. Pokud je vétsi nez O(n), zkuste navrhnout
algoritmus s ¢éasovou slozitosti O(n).

Resent: Algoritmus 4 je piikladem algoritmu s ¢asovou i pamétovou slozitosti @(n), ktery
fesi tento problém.

Hlavni myslenkou, na které je tento algoritmus zalozen, je, Ze si v n-prvkovém poli A pama-
tuje, které hodnoty v intervalu 1 az n jiz byly nacteny. Pokud je na vstupu néjaké ¢islo, které
neni z intervalu 1 az n, nebo néjaké ¢islo, které jiz bylo diive nacteno, je jasné, ze prislusend
podminka neni splnéna a algoritmus muze vratit FALSE.

Pokud algoritmus nacetl n ¢isel, pficemz vSechna tato ¢isla byla z intervalu 1 az n a zadné
¢islo se neopakovalo, je také jasné, ze zadné z ¢isel z tohoto intervalu nemohlo chybét. Kazdé
¢islo z intervalu 1 az n se tedy v tomto pripadé muselo vyskytnout na vstupu pravé jednou,
a je tedy v poradku, Ze v tomto piipadé vrati algoritmus vysledek TRUE.

Algoritmus 4:

ALG ():

n := READ()

fori: =1 to ndo
L Ali] =0
fori:=1tondo

X := READ()

if x <1 or x >n then
‘ return FALSE

else if A[x] # 0 then
L return FALSE

B Alx] =1

return TRUE




